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A L I G A R H 
A C K K O M L B B O S I f S I I ? 
X m mtmmtf thMtkHA ^ ny m&pskweh 
sUMimoor ttoAMf for 
• imvxvim gtdd^ns* isgpitt 
of tds irailovi« pint * eoeiQ)aU<in9 m inSiff^iv^iit 
Iwaltl i* 
mm sfiDXB® m mom maamwQ m h.ocks 
P EK f A C • 
tim pmmnt thtsit •ntltllM **@Qnt StuAl^t in Omattt 
Mwit^tqpa mA l^eelct %m tiMi fo«i»av«ti noite done emr • 
(»f fim |«ftr» in tlit 0«pa»tMiii« of tfathftMatl^ g^ and 
StftUstleg tmdtir tarn oneottriitifigt invpirieigt and 
of Pmt« K^AvKtiltty i>opaftBNiiat of 
A atulf of ^ m w ^ t <|tSftal«gtoii|t mlgiovg> 
•IfOtfUsr Iwofi mt^^ W iiSLtmn C^a}, Bmfe Ctioiiaiiavsr 
C48]t Oliffofd C343, u n tmh Mixm i^i«tton 
Bioi snl «i¥tril. otllii?»t of ftitiy uUlity 
miA to VHVioii* abstirael oofKSoptt* 
Oiiv objoot it to ntvAf firot « t»i» ttruotufoi to bo 
ooUoa Alaotl Migfoisq^i otitttiMd lajpoiiiig a PfonAo 
AitociaUvo yoatulalo on a gtonpoSA^ ^ tiLm In^atigatM 
•«vootusoa lilM loft alaoat and alnoot Migiotipt 
twtvooii a gfoupoU and a andlgioi^ mA flcA intavtatiag 
a«l pfoportloa bgr iotsoduoifig mm ooooopto Xiloi 
Xnvamno olaiMiiita (8«0)» Kight idoiq^oida BoiatiNI 
idiiipoltfa (3«4)» Bolatatf atioida Contiolda 
( m 
C2itmti^ n.txilft« mUgtmxpB C4«2), Btlated CtntitiiAt C4«d)t 
Dlstot. tr«atfi»yit aisemiiit* mnA AmwooIMw MAPptfiEi 
V* mx% fRiaorijliMi tim 0Gmvpt %t « nook mtA 
tt •• OepnfailiBd IXo^i** 0*floo1t ) , 
vMoU UDrtaiip^i flmk ^43}* 
ttm tiAiii iPOilE in m a dixneotioii i t ttm oxhml^iNi 
aOiHogtiit to tAoftvar |)osti3iat« in 
d*tlookf «nl f lo^s* W« nHm ati^iAA tiem ooaoeetion 
of teznftiT op« ration vlth • Idna^ ey opeimtien anft 
f&uai timt tMM m to mm ifiteK'fftlcig 
fhi t<}QliRiq^« iiitti io tht ftqnai i»o»tl|r »tflipi« 
sisl »astl3r fotinl «s«iiitti& foir 
gvowtti of tlift i»%fiodfiat<l# 
fl!« ^o f i s ooni^tts 0f mwa ohapt^rg vltb m 
apma i^Mf auS eootftins in lOl 42 1155 thtomit 
lif mmrtH ooioUaH«t « » } miiflet* 
to WMi l;bt « f eXauaa tZU vf 
MV AOttAftide OfaioMiiscs •wry eti«pt»r i t 
«quipp«d vitti « eoiipv«tii»ntlv(i ietfoducttion pdinting out 
ttat aain tlviomst ptowd »na coae«ptt icjtxodustd with • 
th&rt l i t t ot ml^wmit mfer^tmg tt its tnA* 
c m ) 
a lot «f m U r i A of llm stil l 
ftiftb«7 9<»ia3r^  fiKwrAXl^f nott bwifi gint 
pDtaietttiois* Bovttfwry a ^ A Rot* m 
Astfodistiw ICuppioKt** iNiftd Chipttf IT tmB U^n 
mmpM fQw puldliettioi} %n thi» Biitii«ir£«fi Jmiyiiiid 
* * Htsisiiki Eg3f«tMi« a»iilK»8»to«iei* « 
A e D U a ^ * Ati^ Xlm gftow oiM> * pi««i»iitodi 
in JM^ pan^ jui huw twon oowaufiioatod to Prntm Bim^m Ibr 
pubdioattoB in tfm SonmtH of iOL^ elMm* 
f|>» fipet m&puw &t thu th»i&« pi«aiif)tt m niit 
xetx^tt anA i « nexwiar « ooXlaotlon of «t» mm«p%hmA 
tm%9 vaed in t)ii ieHlmtlm tii^tBTM* 
ttlCBA) « migfDiip and ootiatqiMtitiy 
ilsost ftalgxotip Aeflmd mgl iXlustrattd .^ mTtH 
of gtrntasvi hana 
flu f0Kt ohsptf^v <i««la utth mm othr>v ntv oane(*pt« 
Xilcii fthow «r l<Sa»poiaa« mXaM idawpeiila is 
finlifoia>a and laaigvoupa* A m b i r of eharaettilsatlafi6 
of ttapt Ilk Al«»it t^wlgroi^a haw Dtan lowaUgaM* 
Chaptii^  i i uiui mnvmpt of eautfot^! 
moA Mlatsid oantrold tihlla ttm fiftli etii|>t^ y i t datoM 
to study of aaaDOiatifft •appioga* 
<Xf> 
In H i V* <ltfinii (h'tlwm tnft lOsow timt m 
0»rUolc to • 3 gfot^ iby uniii onSlr two iM»fttaiil»c 
tg«i&tt thv for ftoelt at fliwii Dqr Ptnfi^ ir* Vltis aaft 
1/lt%h Qimpt$Tt9 Btij&f «Kliftt2»tli»Xr iioitill* MnHogmt 
to tin t@rB«l<3r «8tOCi«Ul» laVt •BA StlitlOiQDi to pOMtiWM 
0oametiifm Imtmrnn Urgmry tuoS Hnttry 
« paptr ofi *AlmXtm gmtm in 0m mim^ im 
tm90 pmgtatBd at as appviiatx fi&neiisfilng t)m 
piolKUiB of foAueing f3t» tmitev of posttHatts io ^oUtiitloB 
of a gmixp0 Xt bits £>9en «atatai«!»d faom tb»t i t &« infiaoa 
potidtEL* to M i m an alxiilao tvoi^ vitti tass lia»lp of t^iat 
oat potitvUmUrn 
At tb» «nd of ttiia tbisiff « falfty Qmprnhpatilm 
of tm lltorattiTO or Vm topic® xoiawot to ow 
voKli lias Ision d ^ o * 
Xt vHi Ixi prqpor h»m to aolosoidwlfa njr iml^tiMntat 
and olttigatlOBi for tlxi ssost valtiatayi gQiAaiH!* t9 sjr 
supitrviger tlurotMitiotit mf f«iii»:rei}i voxle fo» hit oloat 
infXutnot In the prtp&Pttlois of thi tti*i^t» Ht, iotpita of 
totA tiialtli oonAitloott gow m iralttaKlt tina for a oafwf^ jai 
aoA critical profat into mf woilc vitlsoiit vhioh i t noon 
not liafo feton pottiDU to tl» tlsiait in thi pmmnt fofii* 
in 
Uf ooiiiid«r«tloM f » iXao fio «f«iit ifoHctrg I|lc« 
Bmk| Cliffordy «al Clio!iAhat7 ato* vbo Ism 
tfc^llAS m on idtb thvir aovt fmAmmn%9X vozlciw 
Mf thanks al«o to P7of# 0» BIgttano of Oxfbvd vbo 
influenoRd aw lii tlit ^arly of s f mt^aveti 
S^ T mm« mnmu st Clmitigafto, I^onjab (Iiilift)« dntiiif 
ft MHBlfiar 0n 
t m otaipa to tin Hinltlr^r « f sol^utifie fii6»aieli 
aoS ColttiraSl ^ffsilrs ^ho haifv mppevt9^ m finaneliilljr 
by a wp^arofe telsolari^p In onrtrlng out woilt 
lotar o» Id Bttadt l^i^srtaMot of Htttliffiitatiea «tiil 
StatiaUog ioQltidiiii c l eetmy in tarn dvimrtmnt 
ifhieli Do «o«ia«t« voile* K j tbatift:* go to 
All sy ABft frtf^nfts Kbo haw to any vi^ tmXp^ A 
acid oROotirttgid 
k votd of thanfef i f alto dw to Kr, H«stild Ataailt 
Ifil»rftxi«tt of tiyi HatlnttaUot aoninar moA to Mr* MiaKhtsr 
llAlii ICbao iot hi« osmUoiit tiding* 
hMtkft I Agiiii tiOe* thia opportimlty to oxprota «|r 
d«»p toQii of gratituslo to mj mmmmw for 
attftntiony Ms fpmathot&e 6fitieigi» and bis 
guidaoo* with fal^fily aff^ictloii* 
c o v f x i f a 
9mm 
mtmoMQ 
( i M v ) 
• • • im 
cHiii»2Ea t I pmumnmMB 
tutfOdtlOtiOA 
QlMit gw&tlpt 
l.«4i SSiMlgyoilpi 
fimatlfttioaf Btfolar 
t»pl«i0BtatiO!S« 
XS mMwmUm mm^gmviip 
i^roidfl 
Xt» Hook* 
••• 
oiJiPteEa XX I tk* &mQmwM m munif ooHcrpf@ 
2 A XntwdmUoB 
l4ift AXnoft «a& AXaett 
fUMlgZOIiPi 
Bight iivigxoispf 
a ^ A DSJSftVy optxmtloii on 
tA (HA) «> tnidgfoiipg 
Uft) m xtmwum •immntg in 
lA (RA) • mwig9oup9 ^ ^ 
BS XrandLationt In «n liilCilA>-m£gm}|»«« 
i^ips^s i i i f xDWoiDs m 
••• • • • 
SfX Xi)tf«aiiBUoii 
Bight iOcapoidf in 
S«a litttt lidttii^ oidi in BA^fMigtmipf 
3«t »iXfttt<t tia««i)0i4 in jOnotl 
•••igxoispg 
8«6 Xd«npoiAi in liMigtoupc 
QS BtimM ii^lMq^ltf* to m mrnigrmm 
3*7 a^zoidg in an ItA • iMidgfe^ 
d*S Mftppiogft asaveiaM iritSi 
Mao^ piiigt iwlftM to t)toHpoid« 
••• ••• 
• • • 
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Pw «»(») 
OBAPXIB Xf t CiaXIDIDd 
cEiraa r t 
XlSflKltlBttilWO 
Ctiiti&14f in ilaoati iivlgf^naiit 
Centx^ids iis A fltniifttti? ••• 
Mai>pitiit ««iooi«t«<l vitH me^TM 
4l!80Cl4fZV£ K^pme 
Soisi 08 Aanoeiotiw 
nippliiga 
Bam fonaf^s on m9imt%%tm 
••• 
m 
m 
u 
90 
ICO 
ayod 
mmm n t (EHEBAU^BD fLocKs 
no 
uu 
m 
64. iQts^iiettGii 
OfloelCA 
e« i CkMuiat«tiiii O»llooki ttoS a i^toui^ a •«# US 
M m ^ wPMtim on « sksiI 
0 fioek XSt 
GSipffiR HZ s mjmmm fo Asmcxmm w fu)CK8 
7i4 
XatJpedisdtioii ••• 196 
^nalogtBg to tftfuary «teoGiiitiii» 
• •« ism 
Hnaxf on % wnd^fleoM 
i^itl:! «f{!OGi«t:ii» iiniilogiwt 148 
mnmu mum mw in oik ju^ xom im 
ClMv i ) 
XO f A f X o x 8 
t 
\ 
1 
iiU) 
k 
rjU) 
H 
Ua) % 
af 
Q«flooli I 
ciif foxdr<^31 
h&tt mTtM 
Bl^t mmi& 
mmiA 
Imtt 
Bigliti IdftB^l^ 
tiftppioi tti f l i^t 
SMmpolM mlatM t^ «ti Alnnsnt « 
Blullil; veXatid to m dl^aent m 
Xdem^lfl x^ Xated to an aXiiiaiit a 
tmf% mm$i& xoXatad to a» cX«»iiit a 
Bi^ti mro%d mlatmA to an ^Umnt a 
iwXaM to an «X«wiiit a 
Cantiold 
Happioi wti&eli oaritaa avbStraiPsrx to a sa 
CKappXfif i*Xataa to Odntvoi^) 
O^mrtXimA floek 
fo tm mm aa CXlffofd 
cHAPr! a X 
E n K h ,I n I ff ^ fi h P 
Jtil'iSODtCTlC'fl 
fMs chapter tntfioat»»0i somo futjcliss^ntal notions^ 
olfffiioDtafy comrptflf ani aone psoposltions on seslgioups n^ 
nooICE *?MoIa v^ ehaXl ua© In ©«r tjotk lafey on. 
ta ^ ooIJjoct fctts ici^oltlofia of U f^c'^ mofsoljafi 
aaii srotipolas (DnKsk ^tmQ ^ofines a quaii-sJ^tip 
Cciioodhary C4S3>» ^ lo coocrrrcDa ^itb tij® <ic0nl.t;i©n of a 
loop. Id m deflm m Brtgrotjp dessrib© a S^ v 
^teraot^nsaUoBifi of i t Cliruclt £633)* o:: tits 
lifcorriai jiuoM liavo c^n'rally Irm ocjltteQ aiii^ © tlioy a:® 
( aislly in tecs&a* deal® witb tfm nctloo of 
t rono la t toc f i cfiii F ' - ' u l i r rrprefrentntionf l a s g l v r o I n C i i f T r j ^ 
ful3* ie voted to tbt sttafiy of s'^gijoups l^ivins 
atroid elfETfitu (Bawaon aoS ^ 1»7 trrat® flecks nnS 
tassiff pfop@rtioo (jumck C&S]>« « 
l a oixc:-ciDs 
Dimamif ia.» A mo'mpty got s i@ o o i M a Jbslfmasialdl tf 
a bliiAiy opftration is partially on A iio«»«wpty 
subert t of a halfgwupoia n is said to bi* a 
of a pfovia«a i t is a balfgroupoid ©jeli thit w!T»irviir Wm 
•laaent aja b»loo,;s to T it also beloiiga to S* 
• a • 
u: FIiamH a haltgmwxii^ B vttl be ca3ll«!id a ^tetimfji^  
it eloniiiit is unlq^y Oeflnod in S for ^ %t> € f^ « 
that iai tr» systrn id a giotjpoia i f i t gati8fi<»9 tl» 
olosuer! Xoftf • 
I t <a 0 0 St for Qtll 6 ® 
A fitubefoiipoiA S of a lialfsroiipoi^l 8 io a ^ 
nilTIOH r^ et (a^*) l® a JTroupoid* for &mfy 
n @ Sf D3cistt amob tbmt « « ^ € 0 oisl 4 ^ w ^ « tt » 
too a* I ana I of* lamn as th© jsy^ifi aofi IfijOi 
MajoMJtoi ues^otlwly. 
D. IIUTIOS x«4. A 0 i© a balfeLt:«!X)l<l-f, 
vMoti sitisfi' 8 tlse xlgbt and loft caoarllation Ij^yg i 
H i tt ab » cm in (if thoo b » 
i t I f ba « in St tton t> » o, 
A hiilfQyaol»gro«p is sew©tines onPLlra a caBc l^lafeic>ii 
gioupoid. 
Df.nsiTlOlt 4 jaidij^ (J^/l) is a halfw 
gtoupoid 8 vhiob «ati6il@s the tight ( l e f t ) etiisioonttion 
Im aCL), 
Similarly defiiMi, 
« 3 « 
DiriBmoSt x«6* jamsSiSMSSBSSi 0 is a gxt>i]t»oid C t^'leli 
»aUofie« tb» right l^ ft canot^UfiUoii Imn (H> tsa^  (L ) , 
& i « soKftUttcia rofeired to ae a eomf'XIatioii 
geous^ oid* 
dnm^xon A Mj^ iMW Qtiaii*eroap o io a 
8 wbloh oatiofiofi the rtslJt (l«5ft) cimceUation 
D'FimiOK A Qtiasl^gmip 0 is ^oaaytpntiva if thm 
coawttjfcatiw i 
ab » t)a t for tiXl a|l>€a 
i s satisfied iQ ©• 
l«i ottor lisowic, ^ raasi-sroiip in a grotspoJyd C5 Ejuch that 
for ©ach ortiorrd e S tliore la one antl or^y one x 
©ych that a* • fe is 0 aoQ one mia orily em f sxiclj t-bat 
» b its d uf^qiM 9oXmtio»@ in 0 tov ^mwf a tn 
partlcYslari tbn •quatioos tfc » a ana ra * a are unicitiitly 
0olvata« for 93X a* The aolutloo of tbr atitiation » « 
is ealled tbe r i 0 t i^ratltr ot a. eimiazar* ^ I^ft 
idantity of a is tht gclution of tbt r^imtion -^a » a. Thusf 
in a quati*erotlPf a n ^ t idf^ntlly ana a l a f t ia^otity of 
an alnr^tat say axiftt and i» uoi^tia* Tfm i^oatity al#npQts 
artf l-o ^if^rftot for ^iffar^^ut o3.®tt"at« so3i awn 
for any giwo ttm I r f t id<rvntity i t dilfivs^nt froHi 
tbr right idrnUty (Chouahary £481 )# 
• 4 • 
X«S LOOPS 
Dtwimnou 1«8« A jKlibS ( l a B ) S la « qmo^^^rmm if 
omtf »lr.a©nt \»lxin$lLng to Q teas a isnlQise il@!bt ) 
l«l«ntlty» 
DCFlSiriO^ AJtoBB a q«aal-'gK3*ip B%>ith mlqm 
Idoistit^r* 
In othcy %*oiilSt a Icop is a l® botli 
m Tig^t afiS ^ Xisft loop* Xt v iU Abrlian i f It 
sf^usltco tbo ooenmtatlt^ e l^ Oi^ * 
Drpll.11^ 20^  U.0 m oleaDot a of a nuasl-smt^ B is fjoid t© 
^ mmikMm tf 
x ( ^ ) » a <xy)« » a , for «XX x^ypS C S» 
D^FIKiaOH l O l tOcfeom C603) A loop 0 call^a a 
In? ff« togg i f 
x(y») « 1 •«> (*3r)« • If for all ^ 8* 
has teen thcyvci Austin (C6uJ) tr^ nt a quasiocrotip vbiols 
oontilns an asaocintiw fflairnt ia a loop* 
mnhinon 14.3 my arstM s is mjaaxmrn ^ it 8ritirfi«>s 
th« foXloviDs poatulataa i 
Z. ab e a, for all a»b e 8 
2X* Cat),) <s a dM^ foF all € S • 
* 15 
0rFll^TIOIf I a s An el«ernt m of u mlgmup B i i 
U.t% vaaBtllaaig i^ t ab • a© •«> i» • 
A sltatlsr W d g fbr Kti^t cacisillis&if} 
olornnt* 
DvFILl'ilOR AO a Of e stislgrowp i t csllca 
osacsriiiiKlf ©licaiEint i f I t 1© botbleffc ani rliiht cancillata.®. 
Dm.iimt) IM & f . „„Q/i,Qorii.i^ tiQ«.. iftgii^ i^ g^ fffi is om aU 
of wboae <»Xoisents are onXy XbS:% j^ jUfsHafdy^  m 
pancrpafeg^ srmiP.fom U om all of nH^vrntw awt 
only n^ifc concfllayio. 
DifliailCH l«ie A ^©Igmup S io calledl a^atEJwaSlfllL 
i f i t I0 left mA right caiw^llatloo arstlcfrnip* 
In otimv ^ cancf^llatioii aatalnrcsiap* ispart fvm 
bsic^ a mwin^upf t® also & qiiaal • git>iip» 
ji.!? m ©leir-Bt o of a msXgmtsp to saia to 13» 
la^apotrnt i f » 
nov ootft a ocupl* of proportiea of 8i«igxetsi^s« 
Pffft^ ffg^y.^ . Cpap SH of ^^ aoobsoo (661) A mceesary ojoA 
tuifloisnt oonaition fojr m iteieigmip S to be a cxoup i t 
that tlv» •Quatiooa i^c » b ami ya » b tusitiualy nolvntflL* 
for all a|b S 8» 
rty g (pap 24 of Jaoobaon C&6]) 4 firdta eaooallatioQ 
osniSToup if a groti^ * 
- « 
f a rom ipam ^^ Sm^hmn ^ 65}} A tiMilgfotip tiaviiii 
Wm tciXXwlag pvoptrtifft i t * gmxip i 
Ci) 3 bfts m EigUi idrfiUty Ai^ i 
Cii) Bvnfy «i«f8ritt « of 8 Ms « f l ^ e tnvnrm mlaHm to^y, 
moiEti CBftioif ras} p»m} tet B bo m mmisfmp m 
tight idttotity e ltwi it « miei) to & C S 
e0rf90iio03« at; lAase om eXetBrnt m* ^ B «ciU«ftffig 
fhoti CsaH otdy than) 0 i s • ^itti i^snfeiey •• 
tm.omu X^ CBmic tm} het 0 li» # ewlgmnp m^h tliftt 
sS « a 8 for emv^ m in S* flmn ( axst ttmn} S a 
Tlf^OETH lA (Bmk (683 P*^} Ut ^ ma^tmtf mhmt 
0f tlio gofsigfoup a emh tbat 
<i) a e A a e o s 
( i i ) a t A A tt as II 8a 
Xt»o t^ie axiats a tiiai^ ia Midg^oi]^ 0 of Sf wixittai io ch» 
ttjat Spaoi^eaiiy, i f a € % tlw aS 
eontalna exactly ona alawant a aueb titat a a " a t anS 0 
oonaitta of aU aX^wota of a 6a vMoh ttavn inw^raia in 
a 8a w i^ rrapaet ta»a« 
Dr;n!fxnoi I M Aa aU«a»t a of a aaHigfoup ia eallad mat^ar 
i f a e a S a * 
Zt i t obvioua tbat Xdaapotitnfe airap^nts ai« tegular* 
m 7* 
mnmttoK x a^ t « t 0 ti® m Mntgi»t)p« Xf a # ana 
eatiiifir a « a b «» bft^ i tliRii (aaob is called « 
gfifttrim Iflwaraft of th^ oti»»» 
I f a 18 A iMsifeo^ efia 
& ft^xlx £ % «Sft « At for nix a € a^ 
S XB clearly ©a® tte fcillmdQi pt*5p®rtt'r«<i» 
3 (Bwiclc ffiSj) Zi tt» f®g«lar of 6 fofa 
a ^ afi^  i f a has «i mlqm 
i^IftUvo i&^rat ill Sf Wm tve i<l#aipo^8t 
of S emmimw 
Paaooyty 4 (Brak f683 338 > I f th® »rt R ©f mpM'i^ 
of & is nomeispti^  and i f emwy tm iaempotoat 
of & ommtm^ tHitii ^ la a of Sf ^loli 
•laar^ot « of ^ has a I3i3iqt» iQVi^ rgR t^  in 8| ooS 
wappitic « «»l» is iUQ mti'^mit&mvpMm of B % 
HEnmnon uiso A awHgiotsii n oidXoa « » loy^ .w 
jtilffraiff i f B i s frgid^r wyl A satisfloe tny on* of ttio 
foXXOirifit <» f^itiOCi« I 
( i ) £aoti ft € A has m uniqut iwXatiiiii Itmrm in 
( i i ) Ewrjr two id«ttpot«nt oleiannt of R oonmit«» 
O.FiriinOii 1,21 A Stnigfoup & u JdUtblUdaSlB oeHy i f 
aSjS for aXi « € S« 
d ** 
Simiaf^ft ^ aeftim I t f t siaiaa m B^js Bm A wmdumw B 
i « «iaia« tf ocay if i t i t totti loft ftfifi f i f^t sitBpu* 
fumsLmom mf irotf.Att icpiEB ts-Afions 
A mapping ' ^ o f a into S i s 
«isiOiim£pM«i U "iftxy) m -^Mf^i^} fnt m ^if e s, ^ 
«i3(lo®offpMfi» - -^is ©pi»o»|>Mfitt i f i f oofeo una i t 
gijSJIciA i f i t i s one * ocms hhI onto* Hotnaofpliiiai 
i « ft « OUB •cdoaofpMtfi* 
a tsi^ fiss N^ Qf & msSLgmv^  0 s is i 
Ci) ARti*«»aeB»n»i3i9B, if -rCxy) for 
Cii) mt%»i»p%mwptiim% if on i s onto* 
(iii)aati*Qutoia&fpl3iiBiy i f a» «nti*eiiioaorpfai«i is one • out 
ooto* 
DFFiOTiorr f i » loot* n@ht ( lsft> tmsAatioo of 8 
eorxt fipoatiiog to tl» olrseot « of & i t • oorii>0poii3si)os 
vhieh ftisigfis « trsQ^rwfttion of B 
« x« Caclfft « «x) for « U ai in 
It is to tie mtimA tlmt» slnot c^Bub ** sod 
M S i s sssoclativi i f qoI only i f Buti«» % 
BimiXmfXy$ B is associattvs if mtA owHy i f tbs trftCi^ation 
is ioo^r Iffft* 
Zf S is « SMSigfDUP tllSQ tbB si^piogs « ** ttHS « 
io J vilJL te oaUsd regiaar ispri^srotsfcion and «iiti<»iy>pi««»i]p 
taUoo iv^pactiviiy* (CUffoiA f a j ) 
• 9-
nmmxm (aiiri^Kt tei ] ) a iea&gfxmp & u eaxta 
im ijam^-JBSmUM tt «• s l^ Ca^^ » ad l^J, 
« € S iaplito « « li I af b € ® # 
DEFZroXOir a•84 A tviii3i»foit9dttofi H of ft •floigtoiip a i t 
a lAiM tontialrten or s i f 
• Cxy)» I <!03p all XfT ^ 
Dii^^i deitlfHi & tt9i a Imft trafiaiatiOR 
If (xDgr • I fbr aU « f y e 
A twmtHM^ta I* n flglit ti^anstation & 
tie ^ xCj^) « (xB)7 I fow aU e d, 
aote ttmt thft aet of ilgbe of a otstl* 
gvoup 3 is a 6Ub<"90llli@XO<3P CCUliffofdi 
mOBBt 1.6 (Ciiffova C6l] pOl ) a n ^ t fttaA 
l0ft trftoAatloovt sv^iQNiotiwiy, of a flraicit>iip 8» tot « € 8« 
fb«a 
I f H and X» m thM 
i^a • J'an I WW • • 
DBninmv iGUffmA C6I.3) ^ 1 
ft sHiifroust 6 ia tli» n t of lOl piivft of Uflkftl Xftft 
ftod rigbt trftofldfttlooft aoA H of i* 
ftai traoiilatlooAl htilX 1 ift « MMigroup «iiA ttm •ul>t»t 
l o of *5 ift ft suty-aiftiftroup of t ^ mippini « (l*AtlW> i® 
• 10 • 
« homomwpUm of s u|)oo % tt m tge^mrpmm it waa 
©oly I f » I'll tiia % • ^b* ri» it togetlisr tauply 4 «» !»• 
A wnlgiraiip liairi»g £!» «l3o«i pitiporty called 
mnmnmt i m (Ka«i« aaS swsalii f633) im op&vatien • 
t i 6tia fto i>e Umtr wgitlffia 
flf ftubtr/iot^pn if tsoAor i t «fi or^ftd pair <x»y) of clfifwmtt 
of % «y»tsi® S, ftistaoet oi? oott giwa tw ^fstannts 
xj ajsA jx vhlcb m csSX m slsht aiff©joao©»» and 
••loft aifffetooee ** tospootivoly* SooB a sTflitoe s, in 
gciirfal» INI Htm eoU a Jlil^ atill* 
DEFXSinOB Jl eyatom & is o^isd H la f t unbtfaofclinii 
gffiuppid i f i t aatisfioa xjf e 8 anS a gliSht, 
ffyoupQid i f i t MUsfios jpc e S fbr all *ty ^ A lyitt* 
S i t aiibtriictiyff gmmi^ t^ i f i t i s tXitli l^ft fmt)tr»ctii% 
atA n ^ t mit^trsstlv* 
OSFIHraoil l^SB A syitift S is a fIVilfeMmf WmfiffOW i f 
i t satiffios ttai follflwiat postulates i 
Si t (1) SJT ^ ^ » I for t S , 
« <Xy ) j » < l y ) j i | far all x,y,» e 8. 
A subtraetlvo sii^sroupt thaiafosof i s a subtnwtivo aaaoosw* 
tivi groupoiA* 
- 11 • 
DEPIKITIOH An «Xt»rnt & of a oolitraetiipet «t^ 8df»>tip 
S i « etOltA, liftg:fe.i?,«nfElla?>3.f t t all «,l>»o f S 
(It) s ^ • j| o in St thMi to « e 
« in Sf tlwci b • o 
aisiiffivlyt a to Da xtglit aano^Uatttt i f for ^ 
a i M ^ ® 
(a) it* • 7 
• « J J 
0milI2IO!i I f af} el^ 'ist&t « of that suHr^stiim M i * 
$fo\sp S i i li&tli I r f t aisa ri0at (fen i t is 
mimnov i«stL A g^afrirnffUft I t f t giMafffUftil^ ^B 
i t OOi WlfsfflEOtt 9X9 Ofiily I r f t 0«f»5rll<|til» (Ii,!,*). 
A timilar dpfldtloa iu vi^ii fbr « fight 
canottllation oetwlgrovf^  (i^R*) 
Bminnoti 4 gi3l3tra0ti\» insdLcimttp S is calX«d a 
•iidftlricttwi fiarof 13nl^ fftft msAmw i f i t i » ftibtractivit 
l « f t and lubtrftetliNi Aght ean<8(^ Uft%iort ^fdns^up* 
m n u m n X M ittatm OXA munnXn C6S3) m amtr«*y 
iiiii b» caUad ,i, m m if thu followiBg 
l»o«tuIat»t am aatiafiadl* 
• l a . 
% t <4> Cil> j r «e 8 I for oU se^ y e 8 
% » (1 y ) j • y)jf I ai^ » f y f » « 
B$ » x j f » a J s • r | Ibr i H x^ y^ m @ 
now pgom tbe follc^ving t!»ovt8it i 
miOBBM ^ aol irufllMent eonlitiOQ fbr • 
nubtfoBtl^ 6 to be a sul^ trootii^ se gmip tisat 
«quatlofi an « d liitt m vttA^ «dIi3Uoii la Id S for 
otdfi»a ptir of ol^srn^* fttb C E« 
B^OOFt Hf^^^ty • Let tl» t^rsQtivs tfrailgrotip S Dt « 
siibtrnot&ve groti^* f!»n S^y thm ea^aUon a j « b giviee 
^ @DliiUofi n «J^ 6 • fb&s oaltstloa ie ipiqtiBt niooe 
« « j r • b # • b J^A * « a^ asti 
Itoaet 9 » J f^t • v • 
Bttrftolttpgy » O WttlQtit sdlQtion of m 
•qiiatlon a jt • b| m baw 
U J Q » « ^g jO »» b 
Tfeut « • •41 • b • 
flLOFS^ D lAt S b» a fiolta aubtrtietiiw {koIsikkip of a 
<liatliiot •iMmntM 
xx* ***i ^n *** ^^^^ 
(1) Xf ft 18 • oafx3*Uata« •Umat In (S ti»n tlir« oomspoiiSing 
four mt9 
«53.1 ft XSS IQ ••• ^^c^ 
A xif Jl f A «o • • • Cl«) 
Ifei % isa a So « 
ao^ ^ ill % J »«»•• •«« 
M ^f fer^at «rj'QOge®??iitt of «l.e!»iQtt to 
PBOOF t ui aemaia that Uhii p elosontg « Xj, 
a » SHI ^ssm If i t I0 mt 90 
mso^  « for i J 
«ttL0li «oi3tira«iicts A flMIar aremeuft toolfia in of 
tfco otfetr casts ( Id ) , Clo) i%t)» each of fow 
ss»t« d o ) , (ld)# (1») (ftfiS <lf>, givaa b 4isti«st «3©5!«nts in 
S| i^ hiots mm diff« rf nt wPTrngmmt of tlxjue to 
^Ms Gtmvletf*B fSm pioof of tt» theortn I»7» 
TBEOfiK? 4 flnltt «ubtri»etlw» Itfft or right eaoo« l^l«tJioii 
Btmlgroup S a au&traetiw gvoiap* 
Proof follcwi •Afiif fKJai ^ o n m 
1.7 2raoiD8 
DiFXlflTlO!! 4d tl«arot s of « Mnigfous^ 8 i t eiilXfd Utt 
• u • 
(fight) 0t Sf if tor •^ f j f •Xttttiiit ft of S, thtyt 
•xitts X in S meh ItoAt « « » s e St • 
An •l««aiit 0f B in a jasjsbld i f i t ill botli ft l%ft 
and right jseroid i f i t ttlongs at ^ »sm tli»e to idLslst 
ais$ i « f t eosett of 6* 
0mmu C6oJ)f if a is « mth loft 
i^void ft and i(l»!»pot«nt «f th«n « s « 
I i m (DavcKiii C66B» Xf o i t ft iftft m w U iaei!^t«8t ef 
ft iftsleimip tb«n • S i « * g!Eovip msS 8i i s i^psiar* 
fHEOIOl C^ aVflOii C66])« li a d«nls»>iip a has both u l e f t 
jssroid ana a right g^roid^ tfe©» &m3sf l e f t or rli^t soroid of 
@ is & i»roid of 
fBEOBEM l a o (ClifiOfd toA nilUr C483> If ft inaieroti^ B 
eoQtsicis ft stsDld^ tbftn m^ry le f t ooroid is also « right 
»&ifoid» afid vimi • ittiraa, and tl» s»t K of itfLl ths «rroids 
of a is th» kaml of B« Hoi»ow»r» K is hoth le f t and rigbt 
slMplttt atid hftocd ft mthgroup of 
IS floOKB 
orFIMmcir A mvmmtiy set O^  aatisfsdng a ip«oifio 
mn » sapty 8»t of operations o» Q an! a iit (possltly ftaqptjr) of 
spftoififtd relations ooomcting tbs opt rations is oiillftd a 
mjmjeIES* 
DBFIlilXlOK An 0 is ft h a l f a l r o a o h of vhosft 
optrfttioD ift oonplattljr dsfiosd on a* 
DBnaiflOR Aa agibra (0,w), %ih»m « » Wn « 
op«ir«tion eoa^ItM:^ «S#fiii«d on In ea31itl a g^t^ 
(or if i t turn folXoviiig poiMliit^t i 
?ttlWfltft 1 tt «»J anr mi ©f tin isnateii 
st>«oifi«<l •ivffi^fits of ttw 
• hai m% ont soiumen in G for 
pnsalfitiig 
rPftWulff I I . w is aswcitt i^ . That i s 
for 1 « ttud f©r all ^ Of 
a«rtaiiia aofieea a floolsi una^r ternary 
(alx;) 9 vbara a^b aisS o aSQ tim&ta of a glwn grotipy 
in tli3 fbllo^ing vojr i 
DBFiMlTXOli x^m, A fiock iff a tiriiary al^tn^a iatiifyini 
t!)t foiXowing pofftuXataa • 
Poatniftta I For any • in tt»m ifxiott b stiali tbat 
( a b b) » A » (bba ) 
^^ ^or mf atbte,ai aii& « in 6| va hnm 
(at»)d« « abCoaa) in 0» 
Sa furthir prowd that if 0 ia a flock anil m d#fina ab»(axb) 
for all atb and aosa x in G tai»n 0 ia a group add (abe) m a t f ^ « 
DEFIRmON 1«39« A flook d is said to ba comutMw i f Cabo)«(ebiD, 
WlJ^lfCSS 
Aitatin C66]t Bnislc fSSli Cartana r4d3,Choiidt}ar3r t4S]«Cliffbzd fa j^ 
Cliffoid ana KiUar t^Slt Damon £66], Huaaain C64 an& 
Unasain C633« 
CilAPtEa XI 
• £f!MXoiciF8 m rtACT ccearpfs 
so. IHITOtlCfXOE 
teiwv that In tii^ oaJT op«fatlc« ttia csaamtfttliii 
la gliiEvij tiy 
CetJB) « ( c W »»» <2«) 
If vi ifstjPoStjoa tl« i^ raisas m tfet IcflJ of (20)1 gst « 
mv PsaiiSo Aii^eiaHtj® Isv t 
Ca35»)e « (efe)at 
m o b 
SS»llasiF» tf tntrodijsd t3r» '"^ Jpao.'fs ors tir' rlfl^t ©f 
xm PaawSti Im i 
^aCfec) » (oltft), 
vMch we ec^l « 
thm light ittirrtsl» wA I r f t inwrtiw ai» iisi«* 
p«tid<iiiti of •«eh otb^r itiRd asm «stoolattt» nor 
eo«ratmtl\»* »oto tlist both tbr leffc tuwrtsiw ina t!*t 
Invt rtlw po»tt3lat«»« ®r» aifivrant trm th» pofttant* Xl 
of ohiptar In vUtt follcn '^s, lowitl ftt* tbrn ftnsMts 
Itolloving qwgtlonsi jsort cf ssrutf^ as mvim^ %f 
poatislttt;® II of «hftj>t«r I in n»pIoc«4 tiy Xiift. iiiwrtti% 
(rlghfe lavfrtiw) po«tulatt t 
• 17-
Iq effsacti, v» obftU Immatlcatt i » tils ob«{»tir eertain 
otri^tuzBo aldirajr grotipoiaa and dtfint 
tiif«« oBv stnsotuiif I XiA * fftmlgfotipf HA - mtdgWQVp^  luii 
i^eett: mtAgmw* otm tx) ^afU^r thiit a mamtatim 
Almost - iifaigxotsp an oiislgVDttp* HaOf otm 
ehAmct^Hm an Alnost-^mlgnsiii^ irith tm hoJtp of tlM 
Zn ^ d«3 m ham eomtmsctifC an of 
LA » vbioti not n Hov^mw^ t haw f&vffi 
aadi tli^t on - stadgR i^ip m 
Am Bmtgvoup»f - gfoiipst ^^oj^^f gmi^n m&aw 
In ^ t I hum «lao dNiflned Xsi^vtliw elmmntt in 
I»A • 8c»igfot;g;» «iEiS HA - mmigmvip duaS ol»&aifi msult th«t 
« <|tia«i « g»oi3S> eontalfiliif 3.«l'ti lnwrtiv» fsUmnt i s m right 
loop oiil & quacL * gmup odQtaitiiiis right iowrtiw i « 
A left loop* I hsm aloo eon£tTuct»d aa exonia.* to aliov t ^ t 
not ell loop» contaiiB left «fiSI iflght lewrtii* ^Itwrnts* Wmttmr^  
i f tht l « f t «oa the nglit ttmrtim i^Mwiits of LA - •«Migr»i]fP 
•nd RA • Msigroupt mf ttm id#i!ititi«i tl»ii v« 
olytiia tb» iKtik inv^vm loop of Osbom f€0|» 
w® M l m in § 8te» tt» figtJt ( l « f t ) tPftBilttiong i n 
LA (ftA) Mtoigiot^* I t hat tilio he«B nWm thut t in «st o f Inmr 
rlgtift ( l e f t ) tr&cisIaUo»« c f L4 (%A} - as!ioointiv» 
Imt oot clo«»d and the avt of i n m r t i gh t ( l o f t ) t m i l f t t i o a t 
• -
ifl * » Maoit * mmigm^ i t an fiiidtgrovip* 
In §2*?, itfo oUaeri* ao»« ot tt)^  iseiitloiiBd t«mttt» 
in tl)» crnm of soiaigimiiqps* 
AM«OSS? ^ mOHT itf^ OSf S^ICtGi^ UPS 
Dmtiifxo^ I f ill « a « ^ t tM** * * *^ * 
unOer ttifi ixp^mtlm matli^ieatiOQi i t latijafied thiti %m 
Wtt tSiall A le ft alassst gfitslgmip nt tk • t«idcttmp« 
mnm.fioii A i^&tiafyine tm zigiii towirtiv* 
posttilAte 
«(bQ} • eCHa) 
i t OtXXl^  ft^ff^fe «<naigiyiu& (vvittm 84 * SfiSicVotIp) 
Mmxnon a gi^upeid in vmoh both l « f t i rm»mw 
(2I>) anfi jri^t inf»rti<9i (ae) pottiO-attt bold vi l l ^ oaSlltd 
« » /aiftrtr, jMBiggBfaOt 
Xx4uspl« Ck>ntldtr thi foUovins i)»3ltipili€iiti9R tatOt 
for m mt ot tiuctt «Xtw>ott
• • 
* f £ 
X X w ft 
y e X 
y z 
l » o t l a l f t t « (2t» ) b i ©stttl^r i » i r i f l e 4 feat « 8 « e G l a t i w Im 
do«s t36t lioid in For escaati^ Oi 
fBEOHBH Ad lA ««HiigiK>i2P <3 is 
( a b ) « ( a o ) f o r l i l l ^fi 
PBQOF* Xf anil 4 a3« in O, m hsmt m 
appXida t loo o f 
(ab) (ed) « iU0ti}m 
m { C b i ) c ) « 
•» ( u s s K m ) 
XHBORIK 2m2w Xn wi LA * sMdgveup d^  ttM statiiaectt 
( i ) (ab)is « Ke*) 
( i i> C«bk >» bCac> 
cqtil vaXtnt* 
PROOF* eisi^ pottt <ab)<j « bCea) ie In Q, 0 Is ao LA • stalfrotip 
(»b)o » for idl a,b aad c in 
• so 
CQiiMid.ng tiimm tm m ham^ 
liiCoa) • Cob> • 
a saH Cf m 
i sS»)e • K 
srutsi CD ^ Cil>. 
(abk « IICqo) inO 
««> (cij)tt » DC fit©), eiae0 ^ m t^Femtewp^ 
mm» m laCoa), on i u t e f o l w o g l i ^ a atA 
Ci). 
tKOSm An settigmsp ia a aenlgfoisp i f ana 
oi^y i f anj oo* of tho £i(»lXoiriiif toX^la for all afbiQ in 0 
(1) aCDss) « (Qb)ft« 
<ii> a<ei») m (lie)a* 
( H i ) l^ac) m (oa>l>* 
( iv ) bCoa) m 
(V) e(ab) m (ba)e. 
(VI) o( ba) m (ab)e» 
PDOOF* Wt onXx tba seauit ( i ) « Otirra foUcm ISItawiat* 
• 81 • 
imt 
ii(t») m {m} 
KoWf 0 1» an i-A • Boolefoop 
Fmm (2fl)t t^er^tom^ oi>t3iii» 
Cofi^ rirs&ljr, If G In a a^aisiwrpf v© baw 
(ab)o • 
Bot| & is oleo m mmicmvp so thnt i® him tM X^tt 
in^ftlv® itjWf 
to'jottrv Imply c^ tJe) » wMcls t|© coii^ltlon ( I ) 
COBOLLaHK a*!* a finite eaixsriiatloti Zi^ii^isigvm^ 
oco of tiM' ooolitlOQs of tbo tb iom i t a gfotip* 
TU'Oim 2A • AO la • mmigmw Is ateUati 
it ubA oB^y i f any om of t!» followiog for tSa 
and d id 
<i) • aCob)* 
( i i ) (tNi)e m 
( i l i ) (ac)b m t(bo)* 
( iv ) (e« )b m o ( ^ ) . 
i t ) ( t e ) « m 
(iri) (cb)a m oC*b)« 
• 22 • 
PflDOP^  8tqp»pos9 Cab)© « ii(cb> 
(I is m h& « 
Cossteluiog tlioae tmf m baw 
« a^cb) 
G ta cemutatlm • 
Ihtts (al^)c « «« i(Cc&> » ctCbe) 
«»> 0 it aMCi€iatit»« timm 0 is an sttrMm 
sctslgKmp* 
Co&vrfoe foIXove iiimeaiatoly vlnce 0 ao atk^ HdH 
@r<<@ig?oiip« Ttie mm& Cii) to Cvi) eon gSMla^ir tio sitovn* 
In an • aaalgxcjt^ 
{<jb>a « (iio>t» , 
i f anA 02:0.7 i f « 
(ab>e « (bc!)a • 
GimLim Xq an 
Cab)o m ( t » )a 
if aoS only iff 
( M c « C 
• 23 • 
COWhhA^ 2A» In *** Q» 
CatJ)o • Cc»)t> 
it anit pm^y 
COiiGl^ L.^  Id ac sftalgrcmp Cl^  
( « < 
If Qad ofily Iff 
<<sb)» » (Qe)l»» 
^PitOKH AO ^ 8«»icio«l» 0 is ao abdliao flBtaigwiup 
i f Qoa only I f any one of tlan Mlotdag tsoMsi for 
CD aCtw) w (6c)«. 
(it> « ac ) « {Q0}bm 
( l i t ) bCctt) » (c«)b» 
( iv ) • C«t>)c« 
(v) e( toa) « ( 
( f i ) aCob) » iobU* 
PHCOf • fhe pit>of is ovidfiifc adooB i^JLl tl» coaJitiooi ivplr 
ecKiutativitgr* Coniiitatlvitjr togvtlpr vith tm d^^fini Uon* 
of • lA • 8«siigroiQ> yiolds ae«ooi«eivit|r acil h^fm th» 
tlttoiwai* 
SI. OitKit QS* An I.A • sMigmip a mth lpf% U^ntlty m in 
«o ateliao gioup i f ocdy If Hoar on* of tbt folioviisg tjoXds, 
• 84 • 
iof all afl) ool e ia 0* 
( i ) aiM m m m 
(11) a(ob) • • « 
Clil ) Kao) tt s » 
Clir) latca) « # » 
«> e « 
» o « (e«>li« 
PRD0F» ooiiirild r^ ( ! ) • Pttttltig e » t» in ( I ) tJ© 
aCbi}) o • 
iam « • 
Sleca » i i tJsp^  It^ft l<a«jiifcsty of for all © 0 
s » cie » dC<a(bt>)) 
• (aCb2>>}a by ( i ) 
• aa hf 
I!oiio»» a Is tl» Idrfitlt^ la 0* 
Ffos (Sf ) va biw (al>)l> « « • 
Bgr dafloltioG of mlgmiiPt 
Cab)l> »% m^ <t«j>a " a , 
aiKl heooit 
a( t>d) » a « (bb)a • 
Xlma (bb) la %}» Inveraa of a In G* 
• as • 
fiat V* Isaim mm (in %h00mm that Q is ah 
Heotio Q io an groiip* 
Con^rml^Tf let d im m igimUm 
Goftttfiwr • m Ab t for »cm d stsA t» ttiO. 
How, hf the Im^ M s t s « In d 
$mh ttiat 
• ( ! » ) « C 0 la L^stslgfoto^l 
« (qCDIS) t a i t aMiao 3 
fhUi a<bs) « • ® {«e)t> Cl5» 
fM® tte of ( i ) part, ftm tstfmw Dart® 
fc^lov a sitsiXoS' fasMon* 
It cats ik"' ranilf els^eM that Urn tTBrovm alto 
hcl^t i f mmm th^ exiat&im of a t l ^ t id^ntitsr 
than that of tJ»i Iriu identity In atataswiot of tfea 
thaom* 
fICEQRBM li«t 0 b» an l a » a««igi«vi» atioh that 
fiOO) m for m^ r in 0» Tban 0 ia an atnlian gwm* 
FfiDOF* Lat ri«tt and u te anjr «l.c»iirnt of 0, thazta 
•xiat x^f In 0 anob that 
act tt u (Sf ) 
26 • 
anS asiiatpUOQ of ttr monition of tip titioFMt m am 
bsimf 
tCrs) » y *•« C^h) 
uCrd) MX •*» 
^ « tt<m>}u 
» l?sr defecttion of lii^ tmsigfmxp 
» xtf Uy 
* la f 
m> f um^ Irft Identity for 0 CSlt) 
^flOf 
« 2ft)3tf tl» definition of 
l»A - wmA^gmip^ 
• fty i'PUt) 
• (ts)ry by tl3» A'fiRiiiofi of 
BftDOUt iisiiig (2b)» 
t (r» ) • y • ( t t ) r » 
ttmof liy ¥btor«i 0 it tis abalism 
IH^oaiX 2S0 A figbt osiKstXXatioo tA * 6 with 
a nilit idffctity of ol^ii^Qt i s a quail gcottp bairlot 
diffiirant laft aoA fif^t Idantitias of aiaaanta* 
• 27 • 
FaoOF« Otioos» a and X iQ a mioli ttiat 
Lot^  # t» rlgbti idootlty of m ©losKJOft <1^  tli»a 
m m* 
Mem^ 
is^y w « e fCsjt) imyu « 
CiK) « fiiCflpt?} C ai® * ml 
« » > ( i 0 i ) » «CcS ) t> f O i f f SElglit OaiiCslXativwl 
«a> « is tte iGfft S t^ootitsr for tti® oloKiPftt of 
But, 
n^  « Ca«)3e « Csie) Can) 
«»> (i « ( dQOi 0 l i aright asmeollafsi^ } 
m> is th« X«ft i<l«ti<;i«y fer « » 
Ximsit dlff«*»ot •l«iMt)tt of a hem 4iff0r»nt le f t ii«t)tttl«« 
in 0 ttoil Irnmtt Q i i « qtSAtO. t4B3>* 
ZtS K13HT naosr amiaHowa 
Tht thdonai stftttd in this stctien oxm M l I&v t^t 
tbroMSS 8*19 @«2t 2«4t afii SaS* Thsae 
oan eti«clotd in a similar swaosr* 
• s® • 
SHTomsi AR »A - 8«tlf5it>iip a la M«sfa®<itne 
(ab) tea) 
THiOBEtt i2S}*0 In an SA- givignsiupt ttui statt^neatt 
e Ct)o)a| fiosfi 
mm a^ulviaaiit ic 0» 
tUiOMm m • •etsS.nwwp 0 la 0 «®ailgroiipit i f 
aoA oc^r ijtf of follovine laoMat fbr a^ll and 
4$ in 
i l ) tab)© « 
( i l ) a ©(1x5) 
Ciii ) (bo)a • «Ccb> 
ixt) (l»a)c m cCob) 
("sr) {Q«f)i3 « istisa) 
<vl) <«a)l» « tCas). 
JHECi®!! All B4 » se«igioii|» Q ia an a M l ^ «ei«lgfeii>t 
i f aoA only i f * any ona of tha MXoviog bc^a fot all aft^anS 
0 in 0« 
( i ) Cat»)o • Kao) 
( i i ) (l>a)a • aCbc) 
[ i U ) <tte)l» • eCab) 
( iv ) («»)!> • a<ob) 
(v) CcWa • toCoa) 
(m ) tl»>a • o(Ba)# 
m * * 
imoftm An ba « sesngifosp Q S.8 isn 
tf 1114 ofilsr i f f oice of foUcwieig )iol4i l^r tSLl anft 
o its 
( i ) 
t l i ) a UhH 
<i i i ) Um) 
Koa) « 
(V) « 
in) c(fea) « 
TBEoraa AH BA m 
• atwlian gfooPi iJt m^ tisly iff dtiQr oi^ of tl^ folliswitis 
Isolds fot Afl) ao^ 0 io Ci* 
<i) irnm n « « nCno) 
( U ) (toa)c » H flr 
C m ) « « «t OCbUi) 
(tir) « at stoH) 
(ir) (ol»)« m 9 m btoft) 
Cfi) (!»)& » • « eClift)* 
i:««t 0 m U « idntgiaDiip 
CQ0)r • 0 for nor v in 0 • ThPn 0 is aq mMlm gemip* 
tummi i2Sf» A lo f t OttDetUditioo M • ffii^gmp vitti « 
idontily ie ft b i^rinjs Xtft 
eight idnnUtifte of i t « •X«siDtt« 
• so 
CCR0I,I.AB® A flRltfs Oafic^llettco BA-fisslgfaap vitSu 
sxs^ 0m of the con^iUone of ffe»o»iB !§ « gwmp. 
COmUiA^ la on aa « gesxlgiow 
oCUa) « 
if Qsd oiasr iff 
at bo) » 
Xn an ^ * 
aCte) « 
if ei^ a if« 
^lie) » 
COfiOlXAllS: an a& » amsltma^ Of 
i f Qii^  ofSilF i f f 
# 
GOmU^Am {2«5> # In m J^A • esBlglt?^ 
i f txA otily i f f c(tai) « oCftt»)# 
QA A mHAis cmmoM o£ hAirno ^ mti^mm 
lu tl» stqt]9l| m iatTeAvicw a cew &pi»mtiOB on the 
olcaentg of (Bi) « ani invcsUgati t!ii 
ooowquftot ttrocturec* 
• aat • 
m^mm 2«t* het (O^*) b» an I*A • gKnieyoup* Xf, tor a 
giwo olc'insot d aoy st assists lua elmsfst ac imcsti 
tsnat z«d » % tten ® )| wtatw • is toy 
t » 8 «* t • 31 mv tfs 
i© mi i53pot3po44, 
paDOF^  By |iypot)iifiiil0t • ip a Mfiary operation* 
for a d etiA aiay 1; Qi ^aw E # 4 « « aM 
y • a o t* 
% m % m X. m ( y * Z 
» (X « <l)«y C D«n.nitloci of 
« 8 • y 
« 8 ® t 
Which asi^moB* 
• cim slflilXaciy tbe ttroresi for 
KA « 8tlBign7UP8# 
m OSiSM saO. tmt iQ^ • ) hm m M ^ ®«Biigfo«p* If fov ft 
SXma d Aid any 8» th»i8 miata m x atKSb l^ ^^ t A • x » 8t 
tbafi (0, C D v l » f » « t8>« is 6y 8 ® t « 
for any t in 0| ia an abtXian gv&vcpoii&m 
w on «> 
mromt s « u . Ut (a, « ) be «n M 8«isi(iiot3p tatlffyliig 
(««y>«3C » fof all Ci* Zf for ^ ^ii^Q 
4 aiii sany e ia Of t ! » j » mists m x such ^at kH • 
tten CO, ® ) i • to l»y t ® 0 « t ^ fto* 
any t in Ct^  is nn mtieliaii 
PilSOP,. tlcdqtaets^  fsfl ©f fctKJ opomtion • (i> • ^oi c^eotttQtlvltgf 
eati oasUy to sbc»i»n ss Its flisotwa 
r<«p aseoetaUvity, mte tbat » t knS) t » 
(aloco lis « fi ti ® a " tm}^ 
UoVf m him 
Also, ( » ® ® g « ® s 
««»«> ( $ ( » « ) « i i® (8®t>) , % eoirsiitattvlty* 
Tbui th^ tlKor«ei fo ltas* 
^ 
CoMHSipcmaiiic; to ths tJ^oioisa 2»10t aoa 2 M 
hav» thn tolXcmitm ff^mjUtG tot M • maigrnvsp** pmofw 
AM tliilXar aoSf ttrmtom^ o a l t M * 
moftEM 202. AD RA wmigfotip (0, • ) wilih *»Cy»«) »«(i(3t»y)t 
If for a 4 ima any 9 la Ik »» '^slstfl m » 
tliat Am « tf t)3«n <D) * * i t 
9 (§>t a X « t fojT tiay t iia a I t aoiilcfcn:^ *^ 
m 33 
miOim !««t (Of*) an LA • •as^ gxotup Xrf^ 
MenUfty sat3i«r/liig w » • I f f&ip « 
giysDH S aoa ao^ e is Of ^ ^ ^ ss s » 
COf ® ) • ® • i « dcflncfi t ® 8 « t«K fo* 
any t in Gi is aa atss^ Xian 
pfi00p« f^ceprim 2*ii <S ) I0 aw als&liaii wistgsowp* 
Bono® Co, ® ) ia ao LA ^ leialeiotap^ 
fttffttof sf® that 
« e » 8 ( i> (t® s) <Q8@ooiativity 
(Of ® ) la ins alrllsa gitJtii? tty th&^irm S«6# 
fffiJOCT l»0t (0, • ) t»0 aa BA iia»lgit>i3(p witfe l^ftf 
laontlty e, satisfylBS « t « I f fot « 
^^D d 0 ia Of •sEista an x iuob that « 
than CO, ® )t v^*® • ® • i » <l»flned Ijy a ® t » t fsor 
aoy t i a d Ig a» gsotip* 
PHOOF, With htlp of tfesoiaan and thi 
atatisaat foHov* ionadifitriy^ 
(s) • inmnnmi tirnvmB in ra - wionDtjPs 
Auatln C663 defined an alavmet of a quaai* 
grpttp 8 to l» an •X^mot a € s vith tl5© pixyparty t ^ t 
« (y» ) • a •«!> <«3r>a » a • 
- S4 • 
OsDoifQ deflcKJtJ a o^eik. i tmpm Zmp0 tt* he m Xwp In 
which ttf pmpart^ 
holds* 
mmmnoM m m t m -
m M i m hBT0 I 
tJ.) of B qmwi • gmtjp a iso |}« sm 
fees ^ 
» ^ W8£> ( zy^ « 1% V x^y^g e 8 aed 
<11) tfec l^giiVicv^^rtlw to &a eim^nt e ^itb tlm 
pm^rty 
Ziyis) » 0 m> dps) « er» V M y^^ s 0 S» 
Our etdla tteoM of tM.9 gtotfon a (stsati » gmii^ vith 
ft l « f t pr right i w r t l t r <sloia«2t a loop* 
imMA 0.x• •xists ft eXrmnt ia « 
Bight oanorllatlo» LA fMntgixyup* 
PBLOF. Ltt <xy)« • anaem Q io vigM 
LA • Mnlgfoiip •exists to e t«y)o » b 
•0A to^oce by dt^Hnltion of LA m^slgroi:^ * 
(cy)3s • b 
thfiif (ey>« » fc « (*y>a • 
• 35 • 
ArplftJBg jni :ht %mt m hum o » aiiS 
immet subeUtutlog for c^ corxsXulo tbat io 
MAfSf* ffce abow lomaa coatiiius® to hold in Right 
cancellation Hi « msdcwop^ AgQin^ i f tx^ tto tSis l^ft 
inv^-iftl^ alomcat? cf rigfet caBSWJllatton M 
QX^  tte right iovrytlTO 'plrar^ cl; of rli^bt 
fiA - sciaigroap are tlr mm m ifl«ntlfey el^aont^ m 
olitolB the loop or Ctbora fcti]* 
m'OiS-H 8 4 0 , A gua^ • gm^xp vhlcfc CQotaim a Isfft Cilght) 
iovortiv® #I©iBeat I0 « Tight ( le f t ) loop. 
pacoF* 0 to a « y ® anA lot & 
le f t imowUm ©Ic^ acot ef fhio m om obooa® « i « 0 mmh 
t h a t 
Sine© l> ia loft iDW'rtiua* 
« ( % ) « » 
so that if c is tb« fflght i<3eiitity of bf m hem 
U • t » • f ( a f 3 b 3 0 » litiyHh 
« (e») (tiy) Cb, left iiitiE^miw 3 
Tlm» Cc«) » b • Cl3!jr)s5« 
Hcmtwrf idm* 7 is any ttlf^necst of tte 
let by bB mm x in 
- 36 • 
b = (cz)x = xz 
==> b = (X2)c = xz [ b l e f t invertiv© ] 
Thus c is a right identity for any xz in G. 
This completes the proof. 
REMAiRK. I t may be noted that every element of a loop 
need not be a l e f t or right invertive element. The 
following example of a loop given by the multiplication 
table 
f. e X y z 
e e X y z 
X X y e z 
y y z X e 
z z y X e 
shov7s that x i s not l e f t invertive. 
2,6 TRANSLATIONS IN AN LA (RA) - SEMIGROUP 
In this section we introduce some new concepts which 
emanate from the definition of RA ( LA ) - semigroup. Our 
main resiilts in that direction are : the set of inner 
right ( l e f t ) translations of RA (LA) - semigroup i s 
associative but not closed and the set of inner right trans-
lations in an LA - semigroup i s an abelian semigroup i f and 
only i f La L^ = L^ a^ • 
• 37 • 
Ii«t 0 i>« ft gfQupoi<3« For ««ifsr « € O asiociatt & 
rnmpi^m % of o a«fiij«fl W • Cidtn •» «x) ta o* 
% Inmv fight iX^M ttm^&wam of O* 
mw % luift % • Imot t of % ^ ^  m% of 
fill H ^ t ai^ Xc«ft on 
It intei^gtiQg to ttiat 
AOfi 
Bo that Q m M ihA} • I f anS ool^ i f 
SinilaxiSTt 0 tn isi • iiiiilgyotn^ i f an^ onlf i f^ 
ItEHKA Sils In ftR BA » Imir I'^ft tmnstlationt 
ftff* ftfsooiativi} Ijot t30t olottd* 
paoOF. • • 
* C«x) C«») r ttWOWMI S.X1 
m 
tim ditiXaxly pmm fim Irnmrnm 
immA in An IA « mtgivmp inner vight trannila^diii 
Alt ftosDOlatliNi Imt loot; 0l08»d» 
i^BFimoii & wB^pim H OQ an « iiNi^emip n %» 
ifti^t traw^aUofi oo Q i f <«a)y • Csf^^t t&v aSS *ty t 
0EFit}Z7iOB a«6# A saapplog t o » BA « 0 tn 
Inrt traiialAtiOD &11 G if & (3^) m ^ adU)^ for itll Mfy e Q« 
:&BFm$XOfl A Tight B ne^  Juft tysosi^atiofi t 
of 4UI RA • #«8iigfota|» 0 &T9 0&id to Dft l i f ^ if 
xCjrB) « <}«>l« I V e 0 • 
DBFZtifZOII a«8« A Tigliti tmnaaHon R ataA 3.«ft 
L ot an mmkgxmp 0 aje said to Do i f 
Cia>y « (}a:)R I V 6 
For iKflMplAf i f « i » iei AH LA swiiginoiiD a, ttiBn te 
tFAoAatiOD \ AVt iiiftiHl, vidch o«n hei e}»9}m<i t^ -
Mpltcics R (L) tJiir ^ (!«•)• 
moHfiK 206* U t L mH fi Iji ths Uiik«d If>ft anil siglit 
traoAlatioot of sn LA • awnigfotip 0« 
lAt A 0 0« tbin 
h^* h • I L^L • • & • 
X. • La • I « Ln * S • 
PBcor« pQw anar x e o, « • ham 
Ln • li m 
flitis •• 
m o i ^ If asii B af9 izintf l^ft r i^t 
trAOiAaUGRS of «« U m ^ • atidexo»p 0 aall a|]> 6 0| tlwii 
La • I •^tWk « 
La % • Lt,% I • 
For MS/ z e v htm 
xihJUit) » •» « « 
h "^tm* 
• 40 • 
xCXtftfi])) • « « Clie)* « 
«»»> % l,^ % * 
t QUI a te ^ i»ti«? Mt m^ fight 
triifiglatl.0118 4EI AH ^test « fhm mt 
inoit trjK38lati0Q« is las ^HtHiiii tpmigvci^  i f ettA 
orily i f 
mmnmm CRA> - fiOTGHooPs 
%miM »tii!i»6 «ul>tractiv» n»o«p ^ latioaiaQifti 
Utt a«i ' fight 
B«ni io thlf atoUoD 1*1 ^f^time- fi©« itrtxstiaveis * mititraetliwi 
hA^ •••igrotapS * mhtvaonm JU * maaLgwmp* $ ma& tihmwm 
mm ii3t»»i«itii3g aifibi'Mio coamqwtmrn of 
LA tail) • Msigx^pa* 
DSFIliinoH A lyflto* s Is ai mt>tT$0tim tA * ttntgrnip 
if i t flktiitlftii tl» fodlowiog s»Oituldt«s f 
isassa&aiBml* ' j r ( i i ) jrx € s i v a 
fftgMayr H i d^^JU " ( j f ) i I V 6 8. 
« 431 « 
DOTisorTiot? A s i » « mMvmUw m • ^iniffmi^ 
i f i t f ^ po»«vaattii t 
iteaSaWSU;* Ci) « j r e s, 
Koiillt ll«3L9# A S ft iiil»* 
tmtivii s^aigtoyp i f aaS ooly i f anjr oat of Hw Mlovinf 
for iiU & B IJOI&0 in i « 
CD • tsL 
t l i ) jiCcJl) • 
Cili) Ci^  
iiv) JiCcA>® 
Cv) jg ( a l i ) « a ) j 
CiJi) jB t b j l ) « « 
pacGP* prom fof oew caaHy Sbv otli^rsi tiieo?t« 
foXlotf* Xiltcwis** 
I^tt 
j l ( b j ) • C& !»)§. ««, < a | ) 
fiOVf ailiot^ t tf is AO tA • tCBliitOUP 
is WSL • Wb 
fmm (2|)t obttio 
til • ji t ^ a ) 
«»> 8 i t « 9ubti?ftotiiw La • Mciiffoup* 
• 42 ^ 
Cony^rmlTt Xot s « MiialgSDtipf ttmn m hsm 
is • j| (Hfi ) 
tmt lAtscm S alto a solJtraotlf* tk^ i»Blgi<!ot3p« % haim 
the m^twmtam Uft itmwtim im 
togcthov iesplyji iti S^} « (jg ^Meh io 
fHEOm t«@0« A sutotfQOtii^  IiA * S is ^nbtfaotiiw 
i t ensly I f mv^ om of tim tdLlmin$ 
tow alX QiW® ^ ^ 
«1> i s m • 
Cil> a J(JJC) 
( l i t ) at J<i2 a) 
<lv ) (Jfejs)j It 
(V ) m £ •) 
i n ) (JB WA m llCjl 
FBDOr* SI9P0M (j| * ^ f 9 i s « iut»traot&WK 
X.A • Mnlgfoup tj^ " ^ • 
OottMoifig Ubf^ M «»o» « » bavct 
Wil A <JB W 
Let & to • X for «nar € 
thut x j • j i * 
6 i i oooeufcaUiMi* 
- 4 3 * 
Beoe* » 
il C ^  il 5 ^ eoBssutatlvl^ 
$ is a m 
S i s a ati&trae^TO atmllao ftt^giwpf 
eoftv^ rss^  followi ii2Ei8<2l6t»3L|f siccfi 0 si3l>tpa^ t;iim a&Erllsii 
ms^&tom* cao^s ( i t ) to (v&> cao l » pto^ea si«U«ii9.|r« 
Following aw the sltBiiar otatf^^ots of tt^owra 
aiDil for siilitrdotlwa RA « looisfv^up^ o«o 1X9 obncM 
if! a 
mcora A imfetractiv© Ha * gscAgrmsji S is a gab » 
tiaigw;^ i f mA ofily i f mf one of th» ftollm l^Kg 
lioldSf fo» aSll a, t>i 0 ia S. 
( i ) « M i^M y 
Cii) Cfi Wji « 
( i i i ) (Jft a)£L J u J ) 
(iir) • Jl > 
( v ) CJ? «)j| • > 
Cn> a)J> m 
mOHBM A gubtraetiirg Uk « »tiait|xoisp @ i t • int^ * 
tracUiM) a^UaD jtttlgvtmp i f ana obIj i f anr oat of t3» 
foUoidfig laoXdt for aU atl»»c i » 8* 
C D imJ^yji • M i a J H > 
Cil) • J ( b j i > 
( 0 • ^ ( 0 Jfe ) 
Cv ) « ) 
Cia) ihjiU ) 
SBCOi©! A Btt&tjpactlve Ba • fswAcTrng* 8 ia a 
i^btra&tlini a&oUso i f mtA oaly I f my one 0f 
f i i l l ow i i s i |}0l<l9t f o r etkl S f M 
C i ) J t b l ) « 
(111) 
Ctir) jk Co Jfe) • Ce Jj)ii 
( V ) £ ( a ^ ) • 
Xq « sul>traotiv* LA « ttttigfoup S i f f^r ft 
giiNiii d «ii!l any a thi^ m foeigtg ac •qudtion H « «» tlMn 
CSfO) i»h«r» Ji dspfiBffll by ttm ^ quntioBt t o « • t ^ 
for may t in it • tisbtraotiiftt a l » l i « i $roi2!>olil* 
raoOF, By t}ypotl!«al» 'o* is airld^finy a uniqw tUnary 
osKirAtioo* 
VoT any Mft and « in St d « « 
ttoa jr d « t » 
• 58 • 
fl»ii ^o ® ^^ Jf « a ^  » s « t 
(Iai3e« ttm tlrorira# 
S ton « iobtraetiiw mjnh 
ttiat 
2f for It gli^ feii ^ awS aegr a tn s tls^w ie m mqmtion^ (X » t^ 
thE)» vhem is <l«riaed ^ 
t o » • %M any t in G, 
Is a sulytrQj8ti'(»» {il»li«o mni&m^m 
HsiquiiiH^ sK) of IJ110 o|N5r«ti©o osS 
em eaalHar ^ la ^ e t m 
Sim ^flill pwom asfociauifitar » 
Cofitld«i» n e a t aB f t j r^^ t i , 
thio ( i 0 t • C«E)ir 
AtiS Cfto i o » « (ejr^o • « 
Eaoott < s o s ) o t » ( » o t r ) o « 
( « J ) o t • ( « o t) J 
«««> » ) ot n ii (e o t) tigr eoasutattftly 
mm> (§os)o ft « t o C x o t ) 
ve^ (a»o) i t an a^Xian ae<islgfcmp« 
Son v« c»a tiMilarly «IU4ti ttw fdlXowinc tl«ioi«m« wtiloli 
can tie ©aaiiy clwokid. 
46 
tmomt 2M0 In ft ttibttacUvte Ea » sctsigmtp i f for a 
<t my • tltffii d JE * tlMn «ii 
abeiian gxcmpoiS is s o t » j s t 
for ai3y t IR 
miOMM X.ot 0 toe a mbtvmtim ha • i5«i9lgK)«i>t 
jCsrl) « JK Cs tf a altMin d ar<l S 
la S thonB exists® A JL. • «§ tlJKo ts,©>| t^mm i® 
dsfimd Ijy 
s o t « 1 ft for sm t 1» S 
is a ali&liao nsfsigaroirp* 
kmUn tccif Bruek caifibwSi Call, Saai® OtDofti fcoj 
XDIHPOXDS m 
Qa wtmmnm 
c u m i d and K m « r C^S) imm dn^tlfm m vlmstnt f 
tio tm A %mt% mmU In ft ^ x € S 
iixifitii m m^ U m»h mmt 
X' 
A m^t mmiA baa sliiUaity» m mXe,mnt Hi 
a m t M of S i f i t is Mib l^ft sfsimia oill 
Hllllt JB9fOid* 
^oRtiflc^ f^l i M t^d bdi^fif Imtt otr 
f igbt afrfotd and liswsUeatcd ttmm of th$%v 
pmp^tUxtw* 
la thif otkaptitt m in%t0&m» thfi of %»ft 
idwipoiAtf i^ilil and Xd«apoids in «ii 
itKlgvotip* 
Itt w iii«tt«tig«t« mm prop#m«fl df flghls 
ia «Q LA • MBigiDiipt vlxtit ill m lmiti i ftt« 
th» pf<optrti«t of ioft in Ha • Mn^gtcn^* Zo 
IP* iotiodiKO thi of «il.«t»d idbmiioiidi is as aaott 
•••iifOi^ 9xA stuir theit ^ i i to 
« of idonpoixlf io « mmlgmmp^  In m l ^ M 
idompoiAs turn ^ to ditcusfed in « ttn^gfoiip vuio 
terifist out mm pvoportioi of ««foS4# • Xn vo Ai»fiiit 
2 2 
WPingt % cnA \ in ciistloti to X^ft fight 
iuffioient ^sdia i^Uoas f&r ^ mA to 
«fid€iHOfpMiiBSt fi&iioaofSihljKBst imti » 
omUmrfii^mB^ otcr* Zn ^ m ti$ii umppim 
l>ii audi asuoolattd t!» loft m i ^ aisi tte 
?isl)t iie^^otlvBlyt una 
in aX»e»&t isiaifreeastt ani 
DBFIECflOl? 0«i« ^ of ftU B4 WfflgWP B t « 
« l^ff^ i^ affliafti^  of tf^ fot fta0|} X e S| tUftxt 
an a e S p«5li tamfc aCa*) • 
DrFlumOH SMiaalirf Ii»«lii»®nt of 
8 i * ealXiid « f i ^ t of S i f I for ®aeli 
» e Sg an « e a iueti Cie«)« « « 
DrmfXflOK 3«3« An olioPRt Of an A^ji^it « tpslg 
i f mIA to te «b of 6 i f i t i t totb « loft ani « 
Bxofif psnropa iv • 
UMMA 3 a • ite 1*4 • Mi«iotii» 8 oontdao « ft<ii« |io«poit« 
PflOOf, For fUPHtraty x^y e « tlioio oxiets m « € s gooh 
tbmt ox ana in 
HeVf 
• { « • > C « r > {Tlm^fm M l 
• C w ) 
Slmt INI l^nl thati fof 0 Iti if tl»»x« exttlt a» it £» @ 
tmh th&t ^ ^ I t a 
•v 
m o m f S«l* Xf « i « f t M^iCKliI in an • ti^gxcii:^ 0 
S an Idftnuotiiit • if qcA osily it ^^ isft* •» 
iiiil<ia» iK^ttUoa* 
0 
•aeli anfl » 
«•«(> • ( « « ) ( # # ) f f i i iom s a l 
# • • 11 »iisc« » ^ • it»£<|iit folutten in •« 
On thi otlai»lMi]$t 
• « «• 
• a • Igr uniqutwis of olotufi* 
( • « ) » « lir iinlqEiitiiiict of olomsm 
f* (ft ft) (ft ft) 
« ( f t ft) (ft ft) r ^ o f M 
I t • j f 
Bftm* ttift t^oiftft* 
• 50 • 
fHFoanf d«S# Aa t t • ttaigroYip S i t « miAgmw i f an^  onily 
%f * « riglst foir cistt* a tiod «ii)r 
X lis 
pasOF* IsssMdiafefXy ftm ^omm Mm 
t m i m n 3«S* m o l ^ m m l i &n it iaigfet^ i f 
aoai only if ^ t » X • i? tt 8igbt tot « 
«iii iifisr X m 
FIIDOF* Foilc^tt f tm 
A fitsl&«i aiemlgiiot^  villi « 
Buu&inm ' l y " « ( • * ) tot mm M eos 
ft is s « SVO^ m 
pmtif^ for 9mh x € s exists mmm n e d snoli dbat 
I j ^ » « } « • 
% hjfiottmg^LSf m ham 
• C* m H • 
Bsiict» CofoU«i7 leads us aastfti Ibat @ it « $scDti|»» 
tmHom @«4« A flnlt* safiCAUfttioo illiiost mwium^ uttb 
•a i)S«irpoi4 i s « gnmy* 
films A j ^ i s i o s t t sittost • ssvlgvotipi 
Z*«as« piMvidss thi fssult* 
fmomn StS* in «e alnoit •raiiievi^ 8, irit9i « » 
^Immtf i f & mml^ tnA tt» Id f^spotftnt eiXpmnt 
i i Hii identity tl^ l ^ e ^ M * 
raoOF* Wm X e s, ttwue txlsts « € s goon %ha% 
I f a i s Ufimot^ut In S it«# # « » «hoii 
^ ^ • C « » (ft » « jc « ^^ 
\ • a C f t * ) • 3c(att> • X « » 
« ^^^ • • ( a x ) • 
Itati in m A l w o f t \ ^ • «p i n p l l J i * 
tbtt • i f thi» id#ofcity of ftn ia«m;>ol<3l ^ io 
3«s» £.£rf wmpowM IX MA* mmmvPB 
to thl§ motion, m statt %lm fbUouii^ i«fi;dltf 
vhieb o«o U fa i l ly olweM. fhirip r<»fluLt« •!« aiiiilofcmi to 
I»i»l4 40 EA a noat^m « t ^ i ^ s a * 
mOBBK If G figtit mmU in m sa-sflBiuRjtaja 
8 ^ B B hzsk m 14»®pots«ni% tr wid Of0ly S.f ^^ « bat 
« mlntim* 
I T O I ^ BA - ismlgfotip S i « « Mfldgitiw i f tuS 
©lay I f » ( a f fo* a ar^ apr « 
moam O^B)*** An HA «i»igfoiip B i i «ii sBolgAmp 
i f anl %t ^^ « IK t Wmd a md 0sy m ia 
fmoms 3«j6# 4 fiaitm eam^ll^Um M * tmslifoi^ ^t l i 
I®ft ^^ t «atiaf3?4»g fo^ cf^ttnin « 
aeO 4kEi|r X t® n gtot^* 
Knt4W xis Ainoot ^^^maaam 
la titia moUoSf tm M t m mlmted lAmmi^M 
Mtaiiy tt»iw prop0jpU9§ in ilm0t » mmigmxtps* 
Dmsmofe AO 0lffmat Ij^  of ttQ B4 • •cnietoi;^ S 
wiU im § M te b^  » a,f gfi iatwgoX^^ to i ibr 
f|x«4 m tjoA f leb x C 8 | 
« < • X ) « • 
-Vtt*) 
DEFIliXflOli @«e» 4ii •If»wpot of no t4 wmigmnp B v i l l 
tm to to a f l<»t i4l»«pol<t &f 8 to a I f fb » 
a ajaa x 6 8, 
7|(a) 
(9 a)a » « 
-Dinmxoif BS* An tl^aafit [ of an Alno«t * tvnlgfoiip 8 
w m 8id<3 to ft,n i., ytliitiii„,„tQ..<> i f t&w m«4 
ft afi^  oaob X C B| i t « l « f t ^ flglit 
feitttea to ^ 
moBEM An t& wKslgrotsp B m Ifioapotont contaioft 
Ifc eoQtolfi® 
I>aO0F« For 6 mn^&tt # in 0 meli tliat 
• ( « « ) « » • * s a l 
fbeti, 
S o©ntaio« alfw# • ^^^^ e 8. 
$111^ lEM 4t) Almost * 8 i « an ati^liafi a^migfoyp 
it «i3a only i f i t Gontaifts m \ to sDrnt 
•XiMBont ft if} 
Tlfft) 
paDOF» f^t kficsv tbat in m alnavti m -- 1 
vMoh ispliftt that 
L • x i a « ) , Vx € 
i /
Btneftt ^ flwefWB 3«3» S i « aii « M i « n iiiilgioi:q;»* 
moatm 3«9« it an ti » mmiiKiV& S eontftiiMi m • 
ami ft fight « etXatta id«»poid M « ttato • i » i^ft 
11 ( • ) * 
idtotifey of (|. * 
« $4 • 
WOF, m [ 6 hmsf Ibr ^mh x ^ ir 
m ( • • ) x C 3,1} 
« » « » « 1® ttii le ft ia«fiuty of 
fEtOlCH S«16# ilQ * seslgix i^ip S id a sefslgvoii^ i f atsS 
od ly i f Y / ^ « 
PBIOF. " 
««> (x «» i^ll x) 
ttmomm i>9 ^ mmw% that i i « e me^otottp* 
firCFCM S^H. almo«t » r>«igy«njp tsith « f^ l^str^ d 
i f « •F>»lgit»U|l* 
l>IICOF, Follovs iiniBdiat«ly tttm flMiof»» 
fW-omn 3«1S!« Aq £i4 • mmistom S in «d 
i f and onlx I f • * • i i in 
FBOOF* Follows tvm fhPOfWB 2144* 
Tl^ LOIfcM S«13 « An alaost • mmigrovp S tifith iAtniioid 
and l « f t idi»£itity « i t an aMian i^tip i f and oaly 
I f « • . 
PflDW. Pollens t iM TlaoxMi 8.A. 
• 65 • 
S*S» IDrMPOIDS IN SmOBDOPQ 
IC 3 i® a «»iiigmtip vlt^ M t (figlit) ideapoid 
anfl AH ia»i«poti»ot • %Y»n « i « a ilglit ( U f t ) 
Identity of Xoft ( figbt) idKi^ldi 
FfltX)F » f i »m ®*iBt« s € S gMolJ tfcftt 
&( a « \ 
w Can)® « a la»> » ^^ 
®|«llaii?f tt ©ttfi frowd tiiat # ^jp ® • 
fliCOr^ M . Xf tg left ^^ in a ^fiigxottp B 
ma t!»n ^^ 8 a g»o«p 8 1» 
PflDOF. 81ot» for all * C a, 
" HA'"" 
dvippoit, b € »• fhen ttasf© ^xinta » € S »tiete tbat 
a (ft < W) • ^^ 
A - \ mm> 
a^ ie the l^ft tumtm for S* 
i 
Hcoot 6 i t a group* 
t 
• «6 -
»0Vt Iter aesy at • ) • Cx ^ ) "^ t^ flo t u t i » 
fclie Pisiit for ^ 
3ij|sp©4e « e S • •ii©» th^m essicts o e S araob 
that 
t i tbCaY^ • l i t •••• 
IllsOy for € Si thess fixiatt c € 8 siioli that 
ti ) « 
Putting e » &I htm 
eCe «> w ^ • 
^ b o Co Coe)l>> tt oC o(« 1»)> e C>) CSte) 
aM tljorofoiGf 
^ l ^ W " " C&CKa'^^)) » < , fey CSa) 
» (o 
« Ce (C \ b K a y ) 
mmm> tibf; l^^ft of S t by ViwtnB of CSW 
low lot X e 8 U •mtrary, Tteto thrre y e 8 
fuch tbat j<yx) « 
Sir ace. 
X ji^  * m » K| 
^ 2 
»iK«i> m X X « z for y • « 
s i f f»gtA«r« 
• s? 
^iFOeri! A {^ npXe isnisiifOtip uitih a I'^ft i t 
Kiguiaf ii' tt eofitaia« m Ides^t^nt ol«ta£'ist# 
8 £« a wimsHm e^isigmip lii^ft tdtiip^l^ 
ana an Idoatj^ otaet 
a l ^ tbat b € timn tf^ ^m « * i « t » « e S 
•uob that e^ b • ^ i aa*J for o 6 s | ti»wi njilstii a 6 8 
wicfe that d e « \ # 
ffctii. 
^ Ob • <«%>© b « |»> «s 
I 
ts b « to)» « 
\ X ^ 
S ia ©n wlam 8 Is 
a « a • 
f hf^prfom^ mwwf »l.oi2ciit of S 1® a lolt sr i^^ id of 
l«DD« by fteoma I. ©f BsJi^ iieii CccJ, 0 sfc^ stllAr* 
34J BBl^ imO IB A SBKJQHOtIt» 
Zq this Mction m mm s^roptrti^s of ml^Uft 
KItapolds and irroldt lo « wB^ tsigTiDti])* 
ppcsll nov tl*^  d«flaltloftt of « « r»latoA 
ld««poi<it and of Mm oor 
will tm withjiat p«3P«otb»file anffi th'^r^foroi 
Qov dtfiai t 
» fid 
D'mz^xm An mUmat of a mvtmxsp B nil 
tm 0<ai«d «n .yfliiM l^rfi JMSd^ It ftof mm « ana 
0oohic# a a » • ai«littrly» an 
jOmM. ^ m « f&remhx w 
am a in 
tfC«) V a ) 
®oipoii5i tiffelolJ is ^^rsotai Isy In easii, a eoaaitwa 
«iith eX i^Bsnt Z € 
TfflOHSK I f ill an a « matwa f t id^ ^mpojd of 
a s^Qmnp B tt^n i ooaealae g^fi a® • 
FBDor. Ibr any » f? t S| JK y® 0 ami isBujea 
y) • msio 
«*> IJL y • li 
ijL 7 * i\ y 
\ y) - < \ ) 
- a®..® 
i r - s 
e oontaloa ae • wlotaai 
tHtOfm S4L7* tet 8 bo a mwXgxovji vitfc ais a • vniatad 
v\(a) 
Ui% i«aispold L auoh tbat to aaefe * € i tlriw 
<p(a) 
oorreapooda at 2«aat 00a a ralatad I«>ft at raid o^  e 8 
• 59 • 
'nCm) 
o a U s W n g \ l l © r n - ^ n 
-niui vCa) 
PROOF* By deflQltiOQ* m a \ 
« » 3t w ( » a ) IjL ) 
SOS* A Ught ilett} itBpl« asmliiifoup cootains so 
« • rtlatftd le ft Cright) soioKI i f aod only I f It eootolog 
«fi a • CHght) idnmpoKJa 
•n(ji> 
PBDOf • Iji^  a iwlttted l»f>ft idewpoid ©f 
X bn my elesiiot ©f a» ® fight stmUlet 
«Klft8 « € 8 mioh that « \ • 
fhii« « 5 « . 
-n (a ) 
i t AQ tt - r-^ latftd le f t mvoiA of 0 
•«> B eoiit«lnf ao « * jwlafcsd l e f t jj^ jpoIiS •l^ai^at, 
(.(a) Con^esmlft l»t \ ba an a * i»lat«a mwcAA 
amm \ tMi? « ( a z } « a Ai 
t,(a) ^^ 
« • It • 
* 60 • 
mmmm sao . i f li i t «o « - related lefts rnmjmi^ 
<f(«) 
Qfld \ an left of « 90f!!ig%<Qt;ip vitli 
ffsgula? elrts^nS & In S, then Ij^ ®^ in t^ntity of 
^mf^ tmt ana aT® a • Irft 
i<ll«ii5S»l<lfi an® II. •• le ft » i^fjieotS'sieljr, of % 
S acS l«9t a n rftgwlar ©loraefit ©f 8* fteft 
r\ia) ^m) « Am) 
\ m C i^ } » ii)x » jgtax) » . 
4 l0Oy 
<(< o) T\C a> • , , S , , ^ o J 
« ( « * ) ( » x) n <a « a)a X « a ft^ • 
ifCa) T\Ca> 
whieh sbo f^l that I0 tb® i<J#iitlty of • 
THiiOlCl! I f a BftolgFotip B contsius on a « mlQti&d 
n ( a) ( a) 
leftiCnght) laeapoid Ij^  ( ly^  > 
U » « » < • ® l;^ , ® ^ «cos^tus 
« ( a ) tjCa) ^ 
vitJj Ij^ C ^ > and ifi th« larotltjr of 
-nta) 11 (a> \ < I > • 
AlaOf 
vhioh pxovta ttx fiirst part« 
(a ) 
-nta) 
ainoa 
r^U) . ( a ) 
a a a Ij^  a • V 
aS >|(a) ^ a f 3 • n<a) 
• €1. -
(j^  ji W « Ij^  » O Ij 
2 
90 th%t m i t ttxi ld»t)tit7 of ^ a rolatud loft 
Umpol^ of c m 
fixoniM 3»a3t. If « smAs^^np a ao a * mlat^ lr>tt 
idcapoiil muA ffgtet itetspol^i than e^ry a'^ rolataS 
left (fight) |4rffipoid of @ is an a * rtlatrfi ia«8!pdi4 of 8« 
P«OOF, tot bo a • iW'l^tta lrt% idouipoid of S« 
Tnsro jpor alX X e 0 ti0 heir ^ a x ) « i f 
is an «pi«5lat(iii flglat of S# 
toatwj <x a)ii * • 
fJov* 
Sisilarln , , , , / % # % 
» 
m r - T 
vMoh tbi> pfoof* 
3«7 iS'BciDs in m m^Qmw 
A sixoid in mmi&sx^v^ Is <l«fii»»d io an 
«xactly ilMlIar manmr as a xtmid in « sssigveop* 
62 « 
mOilRM It G ia « » • «t«le*oup with Icffc mtoiA 
anfl thin Jf© I0 an a^wlatod Hcbt 
paoOF, fi!mm «iist» a © S mmh thafe 
a© » 
aed tiso (f( ft) 
» « «• i t 
^ « « » ( « « ) « « > (ft «)ii e « « « J 
t 
aittllftiSty, m «tat» tto ioUmim tl5«>oJB©ffl foi? HMseaiigtotip* 
fHFOfEM a, If 8 Is ao wltls u rlgfet crwlfi 
ao^ Ideiapotaist thou • If^  no « ** snX t^cd l#ft ao3«>i4i 
mCBBIf ttm oS left wteia of m 
l»4 • «s»ig»oiip B with m |id«!tpotoiit d slg^t i^ee^ia* 
PB&Of* x be 00 idfftspotest is S« eatists 
«ii « e s mwfe ta»at t SB • ^^ ^ thsmfem % 
JJ® • t«x) C»«) • im *) ftt»oi!«» SJtl 
• (m^yx « (jE » . 
fni'IOllEM S.20* Xhl sqvaiw of CVtljry SMght of m 
SA - jMBigioo? 1/lth «o idtmpot«nt I0 e l « f t idrqpoid* 
fHi proof Is slsUar to tti«t of thioi^s 
• 63 •• 
SEEOf^ M S,I26# Mk ha«lris m an® m 
3^2X>i4 s right soEoifi* 
PHOaE^  • tQt K ^ m id^fflpoto&t lis %fmm 
mi a € 0 ftiioh that A X « Y • 
n 
IOV| 
^^ ® » ttC* a> • * b • Ifjp • 
COEDUiAH? In an H4 » Miaigvoup vith i^ fiipoteitt 
eicoffot thffe m 
ooaoi.&AHsr in mn M (hA) « vitb an t^nttty 
PBOetF. l.0t ^ a amh tibut 
S«a HAPPIMS ASSDCIiiS?® WlfE 
veaiOl rma tlMit suppings t^ mH 
a|St«x« and X « belong to tli« LA * Mlgft>u!» 
aappinga «ft rtlfttnd to i « f t and right mxvlds in a 
way. 
In tMft flBOtloD Ml shall •xonlus mccseaur «n& 
tui'fioic'nt oontiUofis for La^fia) to tm c aeh ot foUowtng 
•piBorphi«n» •fiOoKorpliiwi* «utox>rpMMi^aonoiK}irphl«it 
«plaosi>bi«i tto* 
m e4 * 
fBFisim 3#27« Xf is • oancdXlatioD lA « madtimvtp (S 
m for « nsrnd a awi tetgw a motpplflg L^i 
ffoiB a anto tusKi rolXoviog iii« HQm-^ aJ o^t* 
( I ) l8 ftn «}>i!ao2p)3ifiei« 
( I I ) » ia Ml ideii|}ot«nt of S* 
( i l l ) % Ifi an autosiGi^ hliin* 
PI^ OF* Assuw CD* ttoofe ao X € S mxil) theit for 
fixed Si 3 % « ^ @ flicl0 iitpil^a th&,% fm mm 
« C S aoa a « € 6, teifo •sdLsti an eloianiit y svoh 
that y ®« • 
« Mux ) • a y 
wxvt^  hg^ i a) a a 
««a> ft It an idespotoat of S* 
a io , 
Bone© ( l ) ««> ( i i ) 
h^iy) m < « » > ( « y) 
• ( Cx y) fSheoKici 8.1] 
« y> Ta 1« l<3iaapotiint 3 
• y) 
Heooe L^ i » an cnaoaoxplilMi* 
• 78 •• 
In to atxm tbiit tm Is qc autoiaorpbitSf i t 
nu^ f&cma to ptom that % Is one * ono • But «hifl i « 
mi> HE « « y 
oss> St « y C le f t csfjc^JlaUori 3 
thus < i i ) Clii)^. 
Afidl <£i i ) Ci ) t ^fi ^ 
CODDia^AHSr In rnhh* ooBlgfoi^ r^ if «« a#fier9 
siq»piiag Ita i *** a^ t then fGlXovii^ stdtooents urn 
eq^valect 
CI) S has a mm^ 
(3) t n i s ao atitotaorplisiQm and a has an id^npotont eXecK^ntt 
(3) S h«« m mm* 
PBOOF* hBt X tm m mm ol^  S « le » ^ r But 
X • » X « hftW for X in IS 
I.^ i t t ir i d ^ c t i t r ma|>pi£kg» tiisioli is m ^titewrpMffif 
anlf io particular, a « I t follmi$ that # « 
A iis i4«»apoti?Qt« 
Itnii (1) o«> 
Purtfefr» for auay * aol aoM a 
• L||(X X) « XX 
• 66 •• 
taa 
<z x )* « in x)x « ae « x s 
A(X > • (ic • s 
is ft mve in 
m t m Ca> cs>» 
that <a> mm> ( i ) i i obivlout, 
WaIK* l^naSlj^t state a ttucoTm tot thR aappiag 
• X ie« ifi a * 
tt hffB) m t It^ j I at m X t&w 
f l x ^ a and 11117 x ^ S^ ¥imm S i s « » L^ a 
aij la^uspotent a thcjo i i an I»A • wMsmwp. 
Let L^ Cx? t 6 1*^ (3)1 
My^ ® (aatHa y) « C« • ) (x y) • ii<x y) « y ) 
»!»> L^M tjif} € ^ ( G ) . 
thjix} L^(y)3 • r(«*) (ay)] ( « • ) 
• C ( « « ) ( « y>3 ( « « ) • \ i 7 n 
a«nOG X.||( 6> «n X.A « MMigiotip* 
SiniXeirlyf tisw ttm iblXovliig &beoxt}»«« 
• 67 •• 
mBoim i f Jtui * a * for 
a ana x In S ^ vhiw S ia an HA • neralgiwtip vith m 
a tbnn t^ C 8) an X>A agsngroiip* 
W O i E H I f % ( 8 > « I % I X « for 
« audi w ^ c i f i vUm Q i s on XrA (HA) « ^ I g i o v i p , 
thm %<S> i i m tA (Ha> * seiiilgrcmp* 
fH^Omit 3«si« It « t.^1 * for flHfid 
aoa any * i n S ^ 8 i « a oanoollation * e«BJlcmjp* 
t]3@n I^ A i « an enOosiofptstitot If ai^ ooOLy i f B Kas an 
FBDOF* Lot us Bxsppom that i « cm ^ r^timfpMm^ 
tt»o Lff^ ( * « • ) » ) 
•»«> X*) «» ( © a ) i a * *> • <ft a) (x X*) 
«*«(>• ft • a a 
d is an 
ConfrrsslsTt i f a a « a * ¥)sDn 
L/* ) • ( a * ) Ca > • (a a) ( * x« > 
tisli ptofaa tbe ai«rrtlon» 
SBBOBBM Zn an X'A « itaigfonp S with an l4afapot^nt at 
i f m ooniidar t x a x as an anti « bouoaorphlffii thio 
a oonsiutaa wltih •vtry al^wnt of S, 
* 68 • 
I»BOOF« hetm tm m arbitrary •JUftwiiti of 0« ^ i i i ttum 
•Kiata e 8 mmh 
CoEiai^ ar x • iot any K aof^  som idaspotaot ttsa 
« a » » a® « « tt ) tjirn) • t^^a ) 
•> a(a X*) « « M * * ) » « * t 
tnstUaa that a <9oiaau«»a ullt) a^xy m « 
IIHTCIEII Xd a oonoellatlQti 1*4 « acoigsoixp @ vitl! an 
idteBipotent ol^crst ot Jtf Ju® ifi • IXMsrotaefptilsBi 
tbsn tl30 folXcming ato equtvalaiit* 
iif 1% m ooti « apiaorpMiai 
(2> • ia an idcatitisr of 8* 
CS) ia an aoti « autoB»rphloiB» 
paooF* Aaaisna (1)* for a a € e ^Klats x m' f 
In 6 avoh that y « a « « 
8 
jr • • y • 
• l^Cjt) Ln<a> • • « (a x) 
• a « a y • 
a y « < a « ) y • ty*> « 
mmMi> y « « ( y a ) a « « > y « y a » a y 
«*•> a la an idantity of 8 
B«i»a t l ) ^ (8># 
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tJQ^ i oloee « 18 an idocitity in a for oU hsm 
« X « X Iintx) tt m 
•»> i i identitsr »«>• 
eia^  i s an Qr*tl*QUt(»eoi>pld@ei» 
I t mnm& tliat (S) tS)^ 
Also* <s) ( I ) follows i«!3fiatatciy aimo m 
m&t mmsmfily 2» an mti^opimtptiim* 
M a i E * Thsemss 3«fi7, 3»03» 3*30» S,S!1 t ^o mt hold in 
eago of a isc-sigPotap. Oowovor, ias« fdlowlog pi^posltions 
am valid for ^nigtowpe as well* Thr proofs of t j » following 
tlrorcao art ^Inllar to %mm of tbo previous oir« and 
thj rrfore« oai ttrd • 
TijrOHEK 3.34 • I f li^S) » f o r fix«il « 
aod aeyac in s ^ 
3 is A aeiBlgroup vitt) an i^Srotitjr tlvn is a tsofiofflorpMsm 
if Atxl only i f hjim) is tte identity of , 
tU'Onrii! If in « si^ »ic;rcup St for fixed a a&a sny 
v» di»fiia» a sapping t * « ttecn tt» following 
(1) Lft is «n snti - spinoiptdM 
{2) B hm an idontlty t^Ca) ana i « coaautativs 
(3) all anti - awlo^orphiiai. 
•• 70 • 
TSLOVm 3*33* In • oeedlgfDup S vith an iddnpotoat a« i f 
eoa8l<!l«r s x a x i «s ds aeti * Ixnacffiforplilsnf thtii 
ft co8Bjmt®» vitb i>i»fsr c?loiaaiit of 8* 
MAPPxms m^TO uo IDEMFOIDS 
If m define sapping^ ta i x ^ a x anfl B^ 
tfm m smsigimtp S into m eXmnt mmigmnp if tbsn 
t ^ mUoRs of loft mxl n ^ t l^ aifi us s,ii a mtuna 
HQjr ^  ^efim ao^pings aod ^ oq if wMeb eai^ iy x to 
tl)e aofl i« «)«! fwepectiti^ly* 
I f th® loappincs L® and H^  aZQ dpfiRofl on a sr>nlsi*>ig> 
S mn t® awft f? tal® * e 6 to a®xe S and x a® e s, a « * 
laapaotlwly* 
% ifivratieats in tMo amotion mmesarf amS 
•Qfflolaot eonciiUona for Z^ to bs tba tollcmlng i 
SniiloaoiiibiMi* atitonorplilfBif mnonorphlinit aiiti • •plnoi^biattt 
anti * ^aHmorphim ate* 
JiSHHA la an «0lno«t uniigxoup 8f i f thu mapping 
t^n I X tt(a X) ia an apioofphlamt ^^^ tP i» m idafapotaot 
oXrEWftt of 
S 
Pmor, L«t h^ tia an epitaofphiiK and x b^n «rQr arMtraiy 
41ittt«»i)t of an al»Dat mtAQfovsip Then thrpp axista an x* € 8 
mxoh that 2 L^Cx« ) « X «B> a<«x« ) • X. 
• • 
I ^Cn )^ - y a * * ) « • a* 
mta^  Ii® {«J » • t® I t tl» ia^Btlty mi* for n ® 
«w»> w a *»> siJF) m a 
mtm> dat ( « » It « « 
« « ! > « 
«)»»> d^ i® «it idompotJSRt &lQmnt of 8* 
tMs eemplctea tli© pfoof# 
f l » Icuaft oao tJ© i^asilf wiifiedi* 
UK^k Xo « 0t!3igf0^ S, If mappiag 
I,® I * • Is fiQ tbf»n tt® iff « » 
idaspoteot of 
I . I d a fltcalgroup 8 , if ttie m a p p i n g i j f x a ® * 
i t ao epiaorpMfHf i t tlx^  If'ft idrntitF of S » 
PBDOF* LtniA i t ibllowt tbtt ie m X&vmp&Unt 
of For tiisr x e S the to tsittt x* € S ttnb that 
• x») • A* • • * IhrnmsL 2Sl 
( / ) « i t tht I « f t iatAtitx ter 8. 
• ?2 • 
IEKKa Zff io « stnlgroop 0» vq a tsftppifsg 
I * iftt fo:p ft ccrfcaia x m a such tfeat a® 
is the Xr f t laentitjr of ao oatosorphtin* 
PfCOF. Slots® t® • 0% # a A 
« iftae ) « t® C» x« )f 
2 • t^ i t an •wioasoPpMiia* Q 
rop to fell ©plinofpMsffl Uqw to fXea for any 
X e an X* e a imol) that 
i^Cx*) • jt • 
g 
tK0t • a * t tJ»i3t w© ^a t 
• t? m A « « (ft® is %tm l#ft ifirntity ) 
m h l8 ^ I t 'mm&$.m to thoid that t " 
i i ooft • OQA* mtm that 
L\ix)m 
a 2 n«i> ft X MAX* 
* « , tinod ft® ! • I r f t Idfntity. 
2 
EincNs It^ i f fts 
iiov 9tftt» our ttaia tbtorca • 
fB'OBBK 8»37« io ft •»iiiiroup 6t tor flxi^ d a ftod • 
certain jt, v« dr fluff « Bftpping i x ft^jt , thtn tlii 
folXowlQS gtfttcntritft m eqtiivalftot* 
73 « 
i l } I? i t an •p&HoipMia 
Cs) S b«« the lott Identity m a 
(S) t® an 
PHDOf, li^ to® opiisofpWlsa. tfteu <2) Ibllo^^s 
fhm (1) «*> (a) 
bjr litrasa 
Sirs®© ao atttooorpMas i® fucsssanisr as apJlaorpMsffl, «a>(l.) 
flsis eoapi^t®® tbe pvoof* 
HTM^ IfC. ftmms doos ix>t in oaiid of aXmnt ^ 
msl&fovip^ 
CCICIXaRX d«4« Mo olrarot ^ a • fwlated iddtspoid 
of • B i f •OS on'7 if 3 bus a X^ft 
paooF, t««t us tfuppoit tbftt » i » on 
a r^atad Xrft ld«a^poid of S* fhvo 
a . "n^ a) 
i • \ > 
s 
and the ttappiDf 1* . ia an idanUty Happing whioto ia « » 
atstoaorphiatt* SeoQa^  by^  Theonitt 3ii37« t^ (a ) » a ia 
la ft id«nti%:r fbr S* 
• t 4 • 
2 
Coowrjsftly, tf m i « tht le ft Identity, tlwMi v« haw* to 
mm that • io <m arrelatod l « f t 
IdfiBjpeia of 8* this foU0V« fn»8 
I ' a t \ ) k • ' l • 
Efmc© ths 
wowm QM^ It I,® f^tJif fi3i«« 
a a»i mrX io si 
2 ^ 
a is m mMgxoup an M&nUty e« timn is a mmmv<* 
pMm If ana ©lily it « «• 
2 
paD0F » Z^t L ^ be «isotamTpMtRa* thftsi 
<x » • ) » t* «P s » ) 
8 
Botp l» ^  i t • BonoflorplJlitSi thf!iv»fows| At latrst bs om «» oim , 
B«ncttV9 hwm 1 ^ 
CoftWipf l^y* If iP •• ttwo m htam to th&v tbmt 
2 8 
• iwpUet 
mU • s M • X* X « sinM • it HQ i<l»ntitr* 
- 7» • 
miom It i*^ « ^t^Cx)! » x tor « 
aoft W X I f a 
utatosfaigBDt^  of a aosTrntatlTJH witii an fSontltsy 
th«o h^ ia aa ««ao©orp!ii«s I f saad oiay I f » a 
i® tton idontitjr of 
® 
rilOOF» ^ a, Is an entScBofpljiw aoS x i « any ol^ tBu^ nt 
of I. (S)# flK?u tirnro exieta x* e S suet} that O x * ) « » x # H B 
Ii® « > « 4 > « > » « 
^alJlQsrlyt ^ 
I.® Ca) « l-ft « 4 <*• « « 
s a 
ft 
It^ (®> i <S) aiui la t l » idc'ctlty of ts) » 
2 2 
Conwr«»Iyy X«t ^ ^ KS^ntlty of h^ <g) , 
.2 
CilnQe 8 ifi ooamiitsatlw vlth m 
tMHA Xfl an <4lnost •e^ adgroup i f tt» sopping 
I X ftta X) i » an snti « apis»yphli« tl»o ^ i s th# 
i^fia^tmnt #l€viit of S* 
PBCVmt^  Irfjt X f fi| thoi® «xistg X* e S swsb that 
m%eh iMplUt} that 
^ 'St ss 
* ( « ) • { « • ) • >» t^ en ) 
O &<« ( « * • ) ) » « * 
X • X (aCaf t ) ) A 
Eeijco, 
a)) « ax 
Putting X » a I w 
A)) • 
whiofe implUB tlhat 
. a ® . 
Is aa JMIei^ tsent © I w o t of S» 33imiiaf3.3r, vg 
thr Ibllowlns Xmrno^m 
<2 
1«BMP«a 3«9« In m S« If tlw napping t x 
S 
i t anfinti * «pinoii>t3isn» tDsn « i « an i<l«iipot«nt <»lr{9rt)t 
of 
Vn QQit pfov)t th^ rcOLloving I^sm* 
A SI 
sao . Zo A s«alp»iip S, i f th0 Bopping t x a^x 
is an antl « epliiDrpliiflsiy tten B i s oott»utiiti«« ani is 
tb« identity (an «b«li«o 
2 
FBQOF* hot K my elm'^nt of 8« B i tm i s m ootl* 
hamt i n tmam 3*81 
tt X « « 
AXiOt 
, 8 
lle{3ce» C« « » ft (3o) 
« jc «® 
Sllif»fOI?«« 
(m) 
Sine* ft Is ide«3)ot»Q« i t feUUvn f m losoa ana i W 
tbftt 
(ft®)* • (ft*)* • • « 
•o ttiat 
(ft®)* • *(ft®) <3i) 
BoVf for toy * in S| 
• ?8 • 
«r (a i ) 
St 
« ( » ^ (a i ) 
s 
g S 
H0OC® Ctt )x « X « 3 ; K e Sm 
fhat is» a® i s tbs la^jntity for S, 
Woroowrt i f • ©pi!»*p!slss3f sui 
l^^xs^ m t® C««) tliz ) 
«Ka> « Jt» e itfse© 1» tt^ identity. 
7has 0 is • 
plt»1»» OUJ? m i f i tll£>OI19!9« 
TiTCam Xf In a eeaiigroup S| fbr a ftsed q ami may 
m a Mopping Ln 1 x a » | thati tim fbUowlog 
OQuLvoleiit* 
2 
(1) Xii^  is ao «Qti « •pinorphlflR* 
(3) 0 la AO noooid vith m m idcotiey 
<0) is 00 onti • iiiitonofphiiB* 
• 79 •• 
I^ IIQOF* l»t an mti ©pj.®03?phim» flj&a 
(2) foXXoii>0 fsos I ^ m a 3*10 • Alaoi «»> (3) sltKie 
«i*l«r ooacsttfcatlitty atsti3aon*bi« i » an aoH • 
antomvphimm 
FmtimT^  C0> CD Upcatjs® ©v&ry mti ^ «at«aaoiT;>hlaBi 
Quot li^ m mti « «plimfpM»» 
nsmsKcns 
auft&Ta ar&nmor f483, Dawaon feej^ 
I f 
C B B t A O X D S 
4.1 IffTilCOTOIOS 
In t»» pi!©vt©i3« oh^ter %m 4«fi!»d If ft (f&elit) 
iderape^ tAs mmids to • 
on asm lima^ %m now intmluet tte ooneeiit of oontvoidt 
ifi tA « mmi$roupi90 M • a» i mtal^rov^B 
mm of thi iwplic&Uom of ttao 
also Mim a nappiof 0 In f®Xatlot» to centwjlfle mA olJtaln 
aocossjsfy anfl 8ufftcl«fit o&fnlltionsi for 0 to an 
o 1 1 ^ 0 1 1 0 m % o & c y r p H m f tiODomorDhiflBii <inti* 
®pliiio^tiic»t • atitoBsorpfclia #fco# 
4«i3. cn^floiDc tu mom rnmamwa 
OBFimtlOS AO olewet ot m * siiwlcsioup S i i 
bQllodi 8 fif qtfgo^ d of S i f timv& exists an olrgi^nt a C 0 
M » H T B A T C « X ) « * 1 1 % V * ® 
DEFXiaTXCS 4»2m An oXmnt s"* of an BA * i^tdi^ foisp S Is 
oalloa a ^f nfcg^ id of S li^ for ftaeti x e ts^m 
an oXomnt a € S »iib!s that «(x « ) » 
Dinnmoif ad of an alsiOAt • samigxoup a 
la called a cfntrold of S I f , for «»aoh x € 8, tbnr® ©JElsta 
an oleaant a ^ @ tucii that 
(a X)« • » • ) o a « a • 
• 8X • 
mricsBM 4a* mt of ®ti oi?otit>i(!ii« ot m 
gfoup S is cm • aeisigjpow* 
paoOF. t«»ti e Bp tUcOf tfcst© <?xiiit8 € 6 eiish that 
avo «eotnDi<l8 of 
# Intyrallrf t % ^ «i tt I»«t x y o W f a l j a c atsfi eoatd^if • 
a^ «g • f<aSE)»3 3 
• f (a « ) ( i>y )3 (ft b) 
• f ( a b) ( a l l ) 
ff!¥>Of®I!! SfX] 
rthrerea 2.1] 
(c lij e 
vMeh deaoofitrati'« tim do mm Im* 
Puffthrr, lot t C thin glwin any 
S 8, tbrJ» «xl«t a,b,o € » itioh that 
w ( a *>a 9 ig « ( t aud * 
a 
y© nev »bov tlv validity of tfe^  asaoclatiw Xsew I 
• 
's 
repBatj&d application of THroTOja 2»X| 
« C {Ca«Kl>y)\ <ili3 (Ce ) 
tt C < ( « » ) c ) 
a C { U 1 ( ( a b M 
• I <(ab)o ) 
• C { (0 { { « (Co UJa ) SAl 
• £ b) t s s y ) ^ a E 3 (C« t»)a) 
« t iCo » ) C(o b)n) 
r { U « ) ( b y ) Jc b3 { ( « x ) « ) 
• C (<c « « * ) • ) 
« < 4 • 
SlailarXy^ %m get a tbeowm for H4 B«salgroiip. 
TEPOHIK 4«2. Xh» Of «XX crntrotda of «o Ha - Mmisroup 
i t AD ha • MSigroup* 
• 83 •• 
thvoroeis 4*1 ard lis tc thio Solloylng I 
TiWOMM ^ of all eantimK^a of an alooat • 
m^t^tom is m olisoct • mvngtovipm 
txm infc3K5difl8«, 
DPFIiSiaOJS 4#4I« A gpmipoid B will Ite to b® qitetiU* 
MmiM fl^wlmw ^ov X ao3 00!!® a in tfc mUm&@ 
tbp cooaition ( a x ) a » aC* 
fBi'OHBH S |3@ an ultioat)" sOTicitJ^? ana a^jfloo 
« ^X I « « * e 8 aisa 0O!!O a e H 
fii0ij 4s a QXsasi • flextlalo aBislgJoiip. 
paDOP, Clrarlyi a e C* ana a • (a a)a « a® a a , 
l?o%» by thi dcfioition of ao 4liaost» mmlgfoup anfi o«r 
aftuipUoQ 
X « (a » C a)x3 a 
« r <* 1 a 
• Ctf • <« a) 
• afit(a» a®) 3 
- «Ca®ii(a*)3 
• a rCaa ) ( ax )3 
« aE ^(a *>a ^ a 3 
» a <* a) 
mmm> (a *>a « a(« a) • 
Xhla ooaplotc a tbB pmof of thr> th^oiwn* 
• 84 •• 
filtOM 4«5» to ©vcjry orntiroSas in an • seffilstotJ!) 0 talth 
loft iaoutlty, thrw oom«?dtiSs fi le ft i<a©t8|»5jL€« 
PQDOF* tot tea ccntit>ld in no 1.A » ssaltjfotii), ttea 
on olrcsfijat a f b r al l x: in 8 isoob that 
m (G ic)a 
a*® « • 
¥lil©h jiihews tha% «* © Ig a left • 
Sisilarl^t m Mw thv followiog tlioef^fao* 
m oBSK 4S* t© eentiolde i « an KA • ««aiigw5tip t^ itb 
fight tbtnie oorree^oBl^ % tH^t Jjd f^tpoid* 
tmOKm lo avofy ortntroid in aa Hnost * iiiol®|it>up vltb 
I r f t (ilgbt) Identity in sm illaost • soaigiK t^ip tlisfit eotf^m 
ponA» a l«'ft lid«iipoi4* 
4«s. csHTaoios IS A ses^ ioiiDUP 
Tim d«»flflition of c#nt»otd in a «»s8i«?rmip invblmt 
00 uQiliki tluit io «n slnoit • And is 
giwn belov* 
DEFIHXTXOK 4«5« AO •Iritc^nt of a trtslgroop S is otO-lod ft 
ffff^^ff^id of S i f for «mch x € 8 ttK?i» «xi«its an la^wpttt S 
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w h tfeat • ax a , Tbt orntroSA I s ®atd to tm ®*relat*rdi 
if for m r d a» • ft ^^ X la a. 
fL:ofJi£M 4,$. I f a acalero\3p C with an i<l©spot»iat o l w u t 
a tiiis an ft •• lolated ceutioid tliPii a l « Sasmttty 
of B* # 
PHJOF. I.0t st » ax e 0 
» a * a a » « a k a • 
a ® o A a xa « a a a K a " 
vbich iispHee 
a / ® «* w 
BaiiQo tfm a03ortiof}» 
m'CaiM hat l>e aa a-jcwlated e«)ist»ota &f a eomoXlatiott 
atsslgroup S a iis laompotoDtf ^svotf oX^mnt of @ 
&0 a eantrold of S*. 
pa&OF* imt » y x 6 s. 
Then 
a* « ( a x aXax aKa x a) 
at i t x a x a x a 
• ( a x a ) x ( < i x a ) » 
• X 
This pxowa tbR atst rtdon* 
« 86 « 
®EORni 440* I f a o<oaig«>«p S baa a loft lileatit^r« snA 
is the cootmid of 0t tl»o I t comutoG i^itb Isast 
om cloeiDfit of 
F Of tt glvon tboj© c-xlats an olrig-^ at at C 8 
8UQh that 
a* s» E e a » 
e«a> fi* « » » « X , 
««»> 2E « K(35 O « X 
wMeb gtW'S tte reault^ 
TiiroBim €Mm Xf a sfisilftXQtip $ tidti it fight i^entitr anS 
a erntfioid tfeeo I t coomtjtes vith at Xr i^tt ono <!vif^ i9®nt of S» 
Us® proof is eSMlmr to tbat of 1?h©or«Bi 
TOCHMI 2f • ® X H for ell x and a a a 
C!«ntvoi<! of 8 tfmn a ii©» io tJje coijtx® of © aol a^ in an 
identity of 6« 
moF« Bjr bypothaaia a « a «a « • 
x « a x a « a ' ^ x « 9 a^a x a) « aF 
X « ax a • a X a » Ca X a)a « x a ^ 
• S7 -
2 fi 
»m> A » K mx fp (By jbypoebegla] 
IIMs pmwti tihoofsna. 
DEfiniTOH 4»6. tm> «X€j'3fnts t> asS e of a eMStsir&tip of^  
ial4 to btj lnviRrisr« of @a«ts If 
aoia 
flsi» mn iiati^aueca fapnff tB2}* Tm®s?il» fSS] 
anS tl3»si mQlpvmdl 
nBOmn 44.3« la a fisdgtotip S, let an a • related coutrotfi 
he dqs^ to G tfmn ^ fclloyinc < 
(1> If b » nE ana c » X * s ana fi ai© 
idrii^tJSBts of S Qfld tht left 33Tia rigbt Mentitles ©f e, 
rrspoctlveXy» 
(S) It b wdA e are aefi£ifd la ( ! ) « tmn a is in 
a tdea^tent ^ oiid e ar* In^nrs^e ©f raoii otb^ F^^  
PBOOF, Fro» hypotliosisi tow that a • axa tV* in 8 
••• C4ft) 
(1) Qiv»n s l> » li X c a ac « X 
(a3t) S9 ( a * a)x «r ax «t b 
««> l> • 4iJi ! • tl» ifieapotCDit of S^  
«uob that 8 « » w 1>«# 
i^aoi c (X a) Cx «> « 3c(« X « ) » x « « o 
0 X A i t th« id«im)ot«Qt of S 
» m • 
tmh th&t a m ux a » a) » 
(S> a « « Ca n ^^ Ijjp C4a> 
&ls»i sicco a » a Ct 
II « ii a « Ka « ) « « 
w (a xKs aKa x) « a® x « a a 3£ by 
• H 
Ana, 
o bo » (X uKa xKx « ) » X ® n® ft • X a 6 iiy 
x^tt) • K a « e Ijf (4l>> 
w«i> b c ajpo of f^ aefe ofirr • 
fhi« pjpoof of t|i» 
fHtOiEM 4 JL4* Zn q geoismip S| 3Ust an a • nvlatud oontrold 
to OQiiai toft a f ^ c s x * l i t inS Ib ro l lXt 
th«n b S f i S o ttbSo* 
PHJOF, lo Throrea 4.13, tt lias l»oo ^ y a ttmt b • a * 
a r t c 0! 3C a ai© taw Id fapo t^n ta of 8 siisto t i ta t a a b 
« » a 0 aciQ b * o * a • 
l!»oii| % Q b s n 80 
m»> m <» ^ n » Tn ior mm n * m ^ 
«•> m m ffj^^ ©» 
t^fl tt f» 0 
a € & 8 e I 
irhioii implied that h B n Be s 1»0o 
OonvbraeXyt ^ ^ 
« 0 « A aoA a «> li ft » a <3 
t) i Q b S ns@ 
smroioi Xo a fleiaigfmip 0| let an a * aentroid 
to! to a fbr aU X ill if then ttm mtlpimoX of a 
ia X ax • 
PaoCF. L«t l > » x a s • than 
a b a " * a ( x a E ) a « a x C a x a) « a x a « > a 
MA bal> • (X ax) a (x ax> m ac(ax aKx a x ) « x a(x ax> 
m x(axa}x • X a X » 
Bsfioa a aoi ar* maipvoc^ alaaents. 
MJPPI80S ASSCCJAXBD IjIISI OTTIW 
f ! » oDttoB Of ocotfoids m i R 11 natttrail v i y 
to on 6 CojSk s^mnt Mnigrotip or Migfotii)) a nappine 
^lilGh m avtAtrnvfM of ^ to tlx^  cXc^ sseiit ftxa* 
X» t h l i iceUottf m sJsall obtain orcossafy aisS nuffioioil; 
eonSitions fot « to 1m *imh of tim ^ l o t i i f t 
dBtoaorpMimf 
In vimt folIot^Sf m i^ii}. vfite as i • 
L E T L A X b aei riliioet % i f tiK ei&ppiog 
0 t ac ci3i« i « an opimrpMoisi tlieffi 
<i) 0 %tm Idotitlty mp for a# 
( i i ) # is m iAiiispotaals m^mnt of B* 
PBDOF^  0 ^ OA opisiorptsign lpt% mr artdtrafy 
•X f^lTttt of a» tbcpo oxistfi y € B amh t!j«fc 
m m « « y ft # 
llow» 0(ft)<ai » ir(«> i (y ) • « ( a y) 
• aCa y)« <» ( a ( « y ) )a • «CCa y)« ) 
«•> i ( a ) « • • ( ( « y ) « ) « a f (y ) • a tX 
«wi> «!(•) • a ( i ) 
a^  • a2 « « > ( i i ) 
Shit ccm^Uw tim pfoof* 
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%% A soUaiP Imsm tov a o«p&fiviiip« 
Xn n Bt i f m 
0 % X ^ as m ii^ m ttmp 
U > for a 
C i i ) # I s ao © i w R t of S» 
« It tn 8k iMQigto^p tsm $ if 
©ptooipMs® t$im ffi t » i ^nUty of 
PaaOF, Pjcois I.etwa 4»t I I ISeOli^s tshat 
0Ca) • « 
mt> a ® « « (4 0 > 
Alto X • » « 
p itty a®)® « Ca « (a yU bjr t4o) 
• aya « iCy ) « * * 
w X (a®) • at 
Audi • ifCi^) «fCy) • 0<a® y) 
« a(a®y)a • a®(y«) » aty a) W t4e> 
• a y * » l f (y ) • * 
mm> 0(a®) • X • * ^ 
thtti 0(a®>t ^ « e 8. 
02 
ftmt 1,89 i t an idr^oUty of 
Suti » 0(a) « a • . 
Hone© the pmof i s ooi^ XetR • 
XiWA 4t4« Ib a D^ed f^oup Sf ^^ ^ i^iontit^i tb^n* 
tbo mappinn i x a x a i « hei aist<9<BX»»!>Miei« 
0<f> » Cilxa) <a r « ^ « y a 
« air y a » |5(3E f ) 
0 i s an 
Agaifif tmt y n ax a« ais^  nota tbat 
a f a « aCas a)a » x a® « it 
Ma> <iKi$tB f smh tSiat 0Cy) • at 
# is apissK i^pMsB* 
Alie>9 thBti 
ax a • ay a , 
aiss^  a(axa)a « aCa y a)a 
a«i> X a2 • y a® 
«««»> X w y r tincR a® i « an i ^ D t i ^ 1 
•0 that: 0 is an aiito«o]i»hiin • 
Hov va stata 00s of thi ttiin mmAta of ttds s»otioit» 
• d3 
SUBOHSK 4a6» tt la » traievotip 0» m de»fla« a ttoppittg 
(X) 0 l a «p|iBovpM.8B • 
(3) s hai m l^f^oui^ a # 
(3) 0 is m mtomrplAm* 
PECOF, tS9 anmsm ®h©e 
(1) ««> (S) toy i:.«stss 
<8) CS) by 
ai:^  00 Qutosofphlesi is <al8o m opimrptsim 
(a) it} , 
BTIvlAEK I ThQom^m 4*16 i s tnr in e©s© of an alaoft •• 
lie^ taicfmip* 
Tlii:oa:il 4 « 1 7 . a o © l ^ t s r n t ; a i » a c r n t t o i d of a s ^ t s i s f o u p S 
i f aod ofdLy if 8 has at identity snS q aovmtns vitl! 
ewry eXrai^ Bt of S# 
PBCOf* l*«t x te « Q#ot»3id, tlmn 0 t X mx m tf^ ideiRp 
tit^ y mappins vkioh is «i3t»aorpfii«i aiod teiiec i s 
idcDtity of Q toy ThsotPii 4«16# 
Fiaptl»»oor«| 
X ft mmxmrnm i C x 11^) 
8«ii8«i is identity for 8 sod « ooMatei) with tht 
OUBtVOid X, 
m o m 408. If ^CS> I I fter • 
ewia ! « 
vh&m 8 itt a QaosioUaciof} vntaigi^iip, tisea i t » no otsdosgdrpliign 
I f oaa only i f B hat m tdcotity , 
PBLOf. It m 8tip|io» tbat i i s qb anaoiBDrpl^aia Wan 
0Cx f ) tt fifCy) 
msav^ X y • » a? y £ irtimo a %B caneoUiattw 3 
y » y ao^ l » » x a® 
ften^^rei for any je to 0| w team? 
E « a® X « « a® , 
a?® tbrv id(*otlty tot B* 
GotmrmXv* l « t ifc Mofitity of c# flru 
0(X} «r ( u s * ) Cftya) 
nMoh t ^ pioof* 
TJ2E0I«M t«t 5<S) « I i I * n X « for 
ft aiKi any n in S^ 
vhart^  3 is a mlgioup vith an iSf>ntity thtit fS a 
iioi»«orpMaB i f atA only if a® • • • 
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PSCOf« hm% # too ft iK»ao»orpMcn* 3!b»n 
(8Cx y) UCy) S 
• (axaKftfH) « a<3e « sr)^ 
w « y) 
OenQe, m cpt 
x F » » a® y 
hot X I' » « » fl30Il 
« A ft 
Hovt 
•«wi> ftSft • A f • 
at«M> X It y ^ « • • 
vHoh oowplQtv'ft tlM> proof of tb<!> ttrorim* 
mmA 4«S» Zo ft twadiyottp 6, i f t\» aupplog 0 » x 
ia m anti » ftPUnrpMiK, tUa & hfts an iatatltgr ft^ msA i « 
eosiiutatlvt • 
PBmWt F 0r ttay artitriifsr x in 8 ttmm pxi^e m ftlftntot 
y in 6 Duoh tbat x » i ( y ) ® « r « » 
• 06 •• 
» €(7} 0(a) a «Cay) 
» ni&fH « a 0(7) • 
m9ts> X «f(a> » K a® « a * 
««••> 0( « ) » X « a® 3E « JK a ••• (4^) 
^altti 
« a < r a®)a « <a ra)a® « • ic 
PotUfsg X w a 1« C4<l>t Wt tfi m sl^ ^ tsMcfe 
ifQ;>X&«ia that 
But » 0raV • x Ugr 
t I » f » f o » t A • at ibJP aU * e s ••«C4g) 
AX«o« by (4k) aoK 
a ^ • * a® • X a^ • <x a®)a « a x a 
MK> a ^ « axa for aXl x € 0 
m ij^ m 
fbfii^fbrat tV (4f )t (4i> acA (41}) 
A fii® mry • jr «> « 0 « C« 
f • f I^f m m m «i X » 
ms^ m% mm m C4i) 
««> Is on i^ot i ty tm 
MUmif 
K « aK V* « S i4$) 
Fnrttmf^ iS i© aa a»tl • epliaoiplJiiaaf 
0 m UCy) 
( a y «> ( a x a) l^ or my « aofi y i « 0 
lay C « i ) 
t'^j) tiaw 9C y « yx 
EGDQtt 0 i 0 f»0flllll11tlktlW« 
Sfaai l^ etisat yield tte follovisig ttieofoist 
tnrciiEM 4*20» lo t malsvo^ i f af*iifii n wat^pit^ 
# ttt t l»a tl50 folloviog «tat<»arot« m i 
(1) 0 |0 «o afsU « •plfflorpttlfM* 
(2) 8 Identity t^ acd lo oomutatlwe 
0 l « 013 antl » autooorplilsa* 
(1) •»> (2), Siy Ii0»i3a 4#S» 
If B is eommtaUm turn an likmtity 0(x) « jt k , 
is m (identity) mtoms^pMm aiaS oamtsutstlirit^ itaplies an 
mtA. • iiutoaioi^M»« fSjor©fb»® (2} »»»> (0) • 
I t In tteat ( I ) # 
Ult 6 ummiA ttmm fM mt 
^C 6) » I fif I X , tcr a and acg? 3C € 
i i a nonoid If onS oi^^ i f er on^  I^ Cft ) tDsi i^^ntitl^a 
0f a 
pmoF^ hat » mr) ^ 
tfcBfi 
sfCx) » C«K C a y a ) « y«> 
« 4 * y • • 0 Cx f ) 
««•> Clo«OR> lav Ic io ^ ( S ) • 
illtKit 
r ] 0(a) » [ (aica) ( « y C a a a ) 
« C a x y a ] s axa a « ) | 
itSDOiatiVlt^ • 
• » 
Kow tm ttt^ •lesK i^it of %imn tlMs^ i txicti f ^ B 
»t»u that * « « y « w 
flioi, 
Fttftiieri 
fSti^) » my) « I5fy aP) • SJ<y) •> x 
i « ttio Identity of • 
mioasM 6 Im a tt^n thi 8@t « 
^ ( S ) « t se A X Ai ItoP fis«4 a nM soy x € 
t9 a gfotap i f ussA oity If a® f (a®) awi ttif> id^ijtltl©® 
of @ rii«p@e»tiwly« 
» axic^Ja w ft® 
« « fif 
Btoc«t» by I#twwi 4.6, i i B ) i s 0 
m FJ fFKCES 
Pffifltoo f643, m « w i i i fsal, iTi^ jotF [583* 
CHAPTER V 
ASSOCIATIVE, MAPPINGS 
6 . 1 SOME RESULTS ON ASSOCIATIVE MAPPINGS 
Let there be a system of mappings F^ $ x Py(x) of 
a set X Into i t s e l f , vhere u ranges over elements of a set U, 
Hosszu' [62] has called this system commutatxLe i f i t 
sati s f les 
Viti,v G U, X e X i F^ Py(x) a Fv Fy(x) . 
A system of mappings F^ : x F^Cx) I s said to be 
transitive i f i t holds that V x G X, Fy(x) = X, where F ^ x ) 
i s the set of a l l elements Fy (x ) , u G tJ. 
Again, as defined by Sharma [65] , i f X i s a groupold 
vith respect to the operation of multiplication then a system 
of mappings F^ : x P^(x) of X into X i s called 
( i ) tonaXaUV^ i f F^(x y ) = x F^(y ) , V x ,y G X , u G U , , 
(11) l e l t translative i f F^Cxy) « Fy(x) .y , v x ,y G x , ^ G u, 
and 
( i l l ) tranglfltjve I f Fu(xy ) = X Fu(y) Fu ( x ) . y , vx ,yGX , uG U . 
In this chapter ve intend to introduce the concept of 
associative mappings. Lot O. be the set of operators each 
acting on the elements of a groupoid G such that I f u G O , 
X G G then u(x) G G , 
Coonia^intig tin mt W m gtw tt» foUowiiig 
MFIOTIOH s a * Shall eaill an (Wf^^ ® ^ » 
jtoBBSUyiSB 
i x y ^ (ir*J Cay') • 
v i l l Ife »ald to l » an 
Cu,^ ) • Cti»Kvr) « Cirx) Ciijr> 
«ft now lis^ie m «oi33iitioD on W ta^ I t as a ifi>t!iig»3ti|) 
of oprmtori* 
Oi riKiiro^ tbf opfiratoi? dcssaint ¥ ttL tVAntdtfrn qq 
taat gmupoid Q If tliBim a pvtrdnet € 0 
•uoh tbAt ft) » 
mmmi if tlm aft of osoolaUw laappingo W i t 
ttmtHUim tlrn y ) • 0, M € 
paaoFtf ^fiet K 1$ tyaailUWf tMxv axietis & pr^iiot 
yi^  e a «ciDh mi&t 
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Sow for fiasy HfV t!ao«o ©xlat: » ©M y la 0 mxsh that 
Jty » C^y^) « j j } fDeftnltlon S#i3 
H z f ) • w r c«*i? €vyi,)3 
• vj £ <12,^ ) {xjt f^n 
m w C3Ej_ «I a 
ftii mm aXm b» sihciira to h& i f m mnsl^r 
aatcQl^ t® an^ la B$tm tlae tl^ oama twji 
fof ^ mmcXMsm nappings* 
DrpiMHOK BA* A «i»oiipald 0 if said to to© iiaJJjjs i f f^r 
lOl « S 0 f^^ Viti&t i^ iGimiit 
I 
will te^ caXl«<l m idvfiti^ opcrato* ©r fltatioRary 
operator •loois' it Iraf^t of O 
HoWf if • It a —^ • atationarsr operator gxtitq;) vith an 
idoi^tiQt Ql^ miat « « ttern i t followi fmt D^fittitiofi 
tbat (a • ) « Ci3 sHv • ) t» (y •> (u •> « # • * a 
f o ra l l ti^veQ ana tboa in tide casa tbo «tationatT 
• U03 • 
operator sR>up 0 1® a «p«cial caaft of wiAtlop^rdtor or 
^mvp 
filECIiBM SJi* l o t 0 toD uRltary ood f 7|' bi an i<5ontity 
operator in —^ fcteo of assfjeiafte map® 
Hi w 13, trm^atim^ 
PmOF^ Bltm for m X|y e 0 aaS j^r all ( u , € Wt^  
CEy> « (ux) i-rlf) ta C ^at) («|r)»(a»>sr Sf K c«y) 
tl36i ndsf^Kion is gb^loij^y trm* 
UcmrnVf i f Use gipoujiold Q bas ms ladntlty e , tbeo 
asiJdClaUw ©appiojs on 0 i n ^ itst^lf aEts 
nitmo I f (Hfir) 0 M i s ao as0oolaui«9 ajspf tli9ij 
Cw,v) (« y) • C u t ) ( v y ) « C « y ) 
iitir y) « v t n y ) ^ V y € 0 • 
TOEOra I^t W thD of direct assootatB «anpleig« 
on An LA tiDlgsoiip Q* l.rt » te tl3» op^rato* 
dff imd i o — f o F laX tifV C-o-^ • ) i s ah 
hh * Msaigmup* 
PiCiOF* I*«t e - ^ and e Q* Sin® 
Kx y ) « • ftUf'ir)* y 1 « ) CDoflnltlon 8 A ] 
li C (ux) (vy>l (w « ) 
« f(w fOeflttlfsion S^ l 
« (wx ) PcfiRitton s a l 
» fC¥t^)»«1 Cny)* 
Mmm l ^ t • ) is 1*4 • ««Big«>wp# 
hsm a tlailisr ttmomm tot m * 
mtMm ^ txi t!i6 ait of Street assoeiat* 
m aetjigfotiip |«»t Cof^) « l>!i tf0 op^-t&fs&v 
d€jflfir?a in —^ f a r all fsJian C-^,* ) io iro 
lU » 
tlBorcms «iil togotfas^f I 
KOBiM BS* X^t w t^ tj) mit of <lir@ct ansoeiate ttappitigs 
an ^iifwsli * awsSgtot.p tot « i3#v bs ttf- opcmtet 
drficwd lis - ^ ^ f o r iHl t — ^ thoo f ^ t • > i s 
aXiiost 
tniCBm V »r tbr crfc of dUtJ^t ^®soclatr iiai?B>ioss 
on « armlgjpoup U t » operator MimA io 
— f o r all C - ^ tbfen C-^g*) ig jj semigroup, 
?aDOP» 81090 6 and G ve 
£(tt,ir),vK* y) i » C(«»v)xy3 (v « ) t OefHifclon 
• IDS • 
•fCu*Kvy)3 Cn « ) 
m <i|X) 
w Cw»> fCv»%?)y K 3 
" g) 
w (x 
issa5> (-^t* ) 1® a ©sdigiotip* 
W ^ e5't of traflswrso asaooiato 
mppliogfl ao HA •• oetfdgfoup C* <ti,v> n ii*y ijg 
^be operator ^e^flB^ « tibon C-'^f* ) t© an 
Lil * 
t(tQ,v>,w3 aiCy « ) « (v x)i:(u,v)y s ] fBcfitdtion 6.13 
» (a ration 
• in « ) f ( v , v ) y * 3 pOpfSidtloD StU 
» £Cw,v)»u3 x(y » ) CDefinltsion a»83 
Seai^t is an • 
Slstllarly* m afcat® ttoe fbllowins fftaoor^ w i 
OTOBOI M tB fils& iPt Of aeaootetw 
mftppifigfi ©11 m I'A • saal6»oijp I»©t « t» 
o»*ratof l o - ^ t C - ^ f • ) I s aft 
HA • 
6»@ i!0|)X3r * 
ffiiroiEH BSt I^t bs tlr mt of traos^-rsD aseoalata 
00 ctojSt • 0, t&t m 
toe ofjar^stor i o - ^ f tfema i® ao olcjost 
Thmnm and yt^Xd foiloviog tirofsc}* 
moaiK 6*X0» liidt W te iT^ of asfociatm mappinge 
OR «n » mmlttoup 0* t*mt « «*v bf> tlw 
operator in -^t C-^t* ) is alfflogt 
mlgxoup* 
ORZt PXOVO 9 
fh ciiKN 5«n* Zf V i t th» mt of om * ono aif^ot Qtnociato 
mppliitfa owr m qmtX • gjfoiip (eaoorUation •Pislgroup) 
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%hm ehi «applog « i * nxp ^ « C in aptto onur^ om 
PfiDOf. tmt w»ir and € 0, 8«ppoiai tiK » 
thee W0 bave to that * • y» 
Bcmi 
(x jf) • C«x> <v f } » Ciiy) ( v y ) 
«t»tst> * y • * » y » 
a?|3r0fffiH Ift^ 1® t!» ss't^f ofls • OBfi tr®i30i?»yai 
ii«8e»oiat<i aw logs o ^ r a qmsS, • group 0| t!if»is tise 
mappiiJi aiso » oao oner 0, 
fbt pfoof i a •iialiap to tliat of fh©©»o« BMm 
TILOBBK 6«13» Xf W i t thi net of om « asoooiativt 
mt&Piiiga « ^tiasl • ffz^tup Of tba osppi&f u 
ti 6 i t alio OOB • oo» 
Thi PfDOf i i Ot»9lOtlf» 
tHEOfeH Q a qnsfi • group that y 0 • d 
for ftorat jr e 0 t!»ii Miooi«tiiiii iifls>ptng w 
out on* O i f i « on* • v 6 6 
and u e 
« X08 • 
moP » l9t e 0 ana VCSE^ )^ * iKx^) § « e mnec^o iid 
•*!«<; y* aoA y** in 0 sucti tteat • Vf* aoa « y 
lihieh iwplive that 
viff* ) w > 
Iiet If » C%ir> ^ W, ttioii 
Ctt|tr) ( y y * ) m < y y « ) 
«•«»> ( i s y ) ( v y * ) » ( v y ) (tt y*) «• ( « y) (v ) • ( i r y ) ) 
e«» (iiy<) • ) i«iii (v ) » Cir y**) 
« y II mm» » jtg 
fhis « 
a«2 ooKE irM4HK3 m rnmoim^ nminm 
A suligmi^ija of • grotipoid 0 
<i®Xl©d • garni0iilliil<i I f It aapped into it it l f nnSiir 
•lyioKOfpliim €ori»8poii&ifig to tije 0 p i i r a t o r i > f i i i « * t 
If for a i (ntir> ( o » ) s • 
Thsz^fort^ thi ftirtitrary op«rator @S»fiftifatftt 
• otrtain •nAoinzphiflB in wv^xy-^* atliii8gllt« sobgio^lid 
aodi this •nat3.«i m to rrgai^ ttii aabgvoupold d* m m operator 
gxotjpoid vitb fim mm oparatov • 
* 3il» • 
OsK»r«to» gxoupoidn a anii 0* with idc^ntit^ • onA 
onft aiiA tJ3« 9am operator m «aia to INI 
» inmorpblG i f «s;istt • om «* to on* aapptng 
« of Q otito 0* »t»h that 
(ii|tr> t ( • X) « ( i r « ) (WE) 
IJCvx) W iKU » ) 
l!0!?io»90»pM«i osn Ijf' dcHt^a j^rallaiily witts 
tir «iie of defifsitioo tEMipplng x x* of Q 
lute© » We isral!: of-n.« etsSosiorpMiia af4 
* ftiit^oDJ^Islsii of i^rator gstactpoia 
If tfce fo^ of opor:itor» Is m grotsp tl»ii tfm 
of & im aXge&ritlo Btrmtam} notMng Imt t!f» 
dttiftar of 0 at an t^g l^^ riiio struotufw viteut oj^ratorsi 
pmviM titlifti*-^ eoofllstc of only tt» Idc^utity or i t • 
«t«tlon«xy operator 
mwwmtB 
S i t e * C 6 e 3 » B o b s s u r 6 3 3 f Biamtwm f e s } * 
camwn n 
ttm objeet ^ tM<t e f m ^ t i® to ^ t i m nod 
4it(su8s th0 eooe&pt of Hooks* tn partiotilaFi 
m ii)mU lliat ^afHaiMon of fXoeke 
t ^ a m mf a 
Zii (^ 4 m tiow & 0 * Hixilt l^ comro 8 
S • gJPODpt tM.e iis mUxim4. t>y tieSoc oi^y 
CSt^Mn^ C^ S^} htnl to nm 
l^fov* it)^ i>cidlu0ii^  dofifiltlofi of (}*l3.oel9t 
fvoali tt» foXXoiriiig I 
Dstmnoii 6 lioe (a,v) i» oipbrti. (a,v) tn 
oallod an atwttio, i f i t aatialias tl» HoXloiriug 
hftt 9kt laaifc otm teOL^ ttion in 
It m i » uemeiativ&m that is, 
w 
fov i « for all in 
m 
DmiltXOtj 6ia« i t m tmmmvf ol-etbra iQ^^} 
tl^t Hit fQ3.Jl«it«i£it axioms bM » 
« « a acd mm h ta 
I>» « V « QwS 8011© b In 
»«nnitlon 6fi. a««l toaothiif with |te f«iOt tshat it t» 
in tttms of ojperstioii ioplr th&t a 
ie d B * i f ^ onXjr i f i « aatisms tiii ocmmtMm las 
In otti^mrSsf in thi •t^ oat of o ecmitatiixi 3 * gimi^ 
i(S II f34»olc i f «fKl otiilr l i tifm oinf^ PQi im 
iKatyXf^ ) w « CeW 
f l » aliovit d^ftcdtlon of noolt« ifsiD giwi) liy C841 
«£iil mxf «X«o tm fotisiiil in Bnick CB33 46* -
fi»i 0 A* gvotjp •luisrntAt Coftaim C433 
Otfiipd * FXoole utaAdt ts» Urmn op«r«tto» 
nCtfbiO) » Atr^ at a tei^ary aleebrt ttsbjeot to t|» 
PJ f i^ Jj and PJjj noM «boi»t 
• u s • 
648 tGBHAfiE OPBaO'IOH 
% n t»viifti!7 o^raUcm mm m operation 
on tlim ol}Jcot« m»h us Itoet^al tioof nt^tlpXIeatioai 
o» «Mitt&o»» tn onflds m ii^ilti ii(att>|0> mn 
or 0 I 
PimtmHy fiNialdiigf l^ sraaTsr opei'atloii on 
tb» < « t t 0 i * » sioglo iraXimd vr f t ^ t|» 
pfoiiioti a X 0 X 0 into a • thut ig 
II l a x a x d a, 
tinriifii^ F opiratiojsa 08 6 aXtt i f osi i f 
I t m n te® cfi»iiWf)Cl«>Bt to fcaXowiiig 
ootationg • 
(A) Xf ii|l> atjA e am in m iihaiai %ryit« Ue) 
instil K^  of 
ib) tt» stfttomot b 0) « 4 in 0 no mOil mw 
that tfti ftod o aw in d i » in 0 «nft 
<o) ( abo ) » A io 0 MidDt v ( « tM f^ ) i i t m in 0* 
a « mcKs 
tot a tii a gfovipoid afld *v« lit « tonary opeifotioiit 
owiofeftXy dafinod on ^ mt w tl» fo^lowins ioeio»a 1 
l i s -
fo^ ft € i tixi:R» sjiiots nil f Q tmoii tb»t 
nCr^aif) » A 
%II ^^ ^^  ^^^ txieta ^ Sf fot 811 • e @ 
emh tltat 
» f • 
nrnmtim 4 t t iw i r aiEotapn itttn^^rtug Pti 
P m ifeaU t» called aSjUQdaSk* 
In iiDtiQtiGiis ifjtfttdue^d ouf l^y 
p j l m& ^ i t z 4 • t l m k l»©ise 
Fjji C f i i f ) « t% Vft and tcim f in 
Pyjrfi j i l t e d f in (l« 
I.8KH& moan Px ^ ^ 1*21 of ft 0 * Hook togtitlmv 
i i ^ j r %tm M m e l^lj ^ ^Ixx of a flook* 
FBDor. Mm P|x impliftf 
( f f t f ) • ft 
fmm Pj ?ii ^ m h^m 
C ( f f f ) f t f ) » f t » ftlniHi ( f f f ) « f 
««> Cf f<f ftf» • ft CPfl 
( f f a) • ft P j j i 
• 114 ^ 
MlBllHtaSTf 
Cf » « 
•no < f f f » » f 
( ( f M M t ) mm (Px^ 
f 
««> ( a f t ) • a »sw> P||. 
m o m 6«x A i s a fiocise. 
pacof • F| ttift 0«|»| as ggcioa I^ni 
I£»tiB« a ft » i s a 
CbQi^rMlrt i f in M t t l m to posMate© i»f 
« nmkf vm mmm Co « «) » f tew nil nod soot f 
ol^ain tlilii i s tiiciei^ ii of tl3» faot i 
( f A f > » <(« e C« 0 « < a « n) • a 
Xtma WB o«f) Asepert ttn^ t 
moa-M 6«a» a aook {S^v) i « a O- fleek U Cc « f 
V «»0 e S And f in e« 
mOBSM 6#a» A tttfUiryp «ati«fyinB i(Xic»t 
P| Pxx ^ miltiplioatiin tionoid (ynttmn Sf) I f if« 
Mia^ « biOttpy optrattoo 
C t * ) • « » ^ tor iOiMi f ifi s « 
• u s • 
«#(ti*c) • m} 
« CCef a) 
« ( G r c i » f « ) ) 
« (e 
f^jj aai> ( r f a ) » a 
m^ mf « a 
«nii> » a 
ptfifAtiott 3 
CI>«flRlt|OB 3 
thl 
f»«flnltii©n 3 
CDftfii^tioo 3 
£B#nidtio»3 
mtm Sf is @ m*3ltip3Ui.o&fcii» aoooid* 
tBEOSDI eA* J^t m^ims anft isatisftea iii • 
teriifti^ liLgtbz'm asS daflrw ( b f a) « « « ! » • ftwii 
ii> ihtm} m • ithm) • mfli 
(11) C« b c) « « 
PjaoOF* » ( b f « ) 
• CbfCftf)) 
• C<bf ) 
m i i f h f H i } r iPn 1 
« itH f ) ) I Pil 
mithrn) r ^xt 1 
<i«t» tt ( i i f «> « f ) tt ( r b 
( « b « ) it e c a f m e ) 
« Car(ft> O)) r ?! 3 
» CCff EDcfifiitioia 3 
» C( otto), a > f U ) | 
«t e #( hm) t Asuexstatl vi tyl 
iiaw t^ foilm^iog msmrm to "S^tmtsmm 6«4f 
TI!E0R»( BSm It m i$ Mim m « ttiilttpiitdtm Utoooid 
H ^ w thin P j aafli Pxi 
«fttlgll«d id 
faooy* Fov fliu t Sf, ¥• 
vh&oh iaplln* 
Sov AX ttew acioti f € Sf m»h tbut 
• w • 
« • tm « 
ifMols ceaapa^ ttps ^ p i ^ f * 
flu ^ gfsbm mime hi 
^ ^ i n ® » ^^ ^ « MiiitJ^ ©porafstoii 
( b f a ) « t 
PSDOF» % fliOGf®!!! la a glenoids^* 
P j l j glii55e n{0t iawpm iine^t 
« m»tf Cf l»omi 6#4Ci) am 
^tifdUm 2 
Thus Bg is a group. 
fim t^ft itiwrm et i&o n Sf i « 
(t»f b) at t^ on^  Is 
PBOar • e^ Ut I^^n tove^rtfi of & Sf • ttHfl 
t • f • 
» ( ( b bii)e 0 ) f f l »0 f « « 0«0 1 
• { U b C a c c ) ) r PJ 3 
• m * 
« Ct b jf) C^sitmptlofi 1 
• # ftl)ioi»is sM 3 
I!«ti8«f t^ ift Ittft iovi^ riM! of a ana is 
ISI^ OIII^  4 gmw % i f a « floek i f 
paDOF# m«ou SHS^  Pit fcflllaw* fjpo© fli»0ftim Stg* 
ll«Wi me B tlmm exists ti onl f in 6 iruoh ^af; 
Ca##> «i f . f!»is « f « f 
eaml'St^n tow of fStm Wm0'mmm 
c^MMWAfi^ 0 -- moGKB m OmiJPS 
Xci ttiio section m wtxAf atruetui^v 
oMaifiid m ftploeing Pj tfy amaogms to mmaiAU^^ 
lin in 0 flookdn 
fbei» AM (5 o (6 \ } « ancOLopwA to 
in 0 • flocks Imt studied only SO <5iffii«»nt !>08ti]aat0« 
••oh QonslsUog of SS Aittamnt vail^tions of tlw ciosooittiiw 
poatolfttii P]; « %% io lotoxvstlQg to nolo thsi^ t in ttift 
ds differi^ot v«riiitiio»» of om of tho sN^tttaAtas v» otit«in 
fbur * lloclca tod i»i»fi ooMStatiw floeki i f no Mplwso 
Pj hf th«t po»tt2latt« Exactly t isi l ir wiiSlti mm obtaiiwd 
for tip xeacioific ointirvo pottul«t»t» 
m 
Wt s^aXX Aiaottss l » d®t»Sl OKdy om 
oofisiQtiog of msHG^mB to mmai^Um %m 
Pi in ad » nock* f frst w l t i n our mtatiou t 
iufiiGiit^ii that in 
fUEsa oo tijc r i ^ t «fiS Hmti e> lejateattf tba^ soaalnlog 
m i l stspi^*^ to pemats m Cabo ) , Cat 
(t>iiQ), Ci>o (e «1»)9<e on th> lof^ of (do K 
tlsercrfoio aesn ttm ompxoiiitofii Itko 
CCsc t>)4o)» «to# 
mmiann ^^ netatloA 
at IbUoi^o I 
(a inaionlffl® ttmt « i » on utwi left miA P(cao) 
tcdtcat®® fcbftl fitto fi^t to |Mi«8tit«t ftrng « » t>> PCcdo)) 
glwi; ttse fix ilko (t^MooA)) oto« 
irotiff w Ibilowiiig poetiilato vMo*h in 
oxxp fOtatlOR p»t>Frsi»fit9 tl» ^ 
I ( n « l > e ) Cdo^jr) • Hoao ) ) 
Pjy incaii<a«« PI imAt ttmmtomf tints S5 Igttg 
diffricftfc tfm iJwt annlostiot to P i - I t 19 tso b$ 
i w a r M that tSirio axe oliiteaii otlrr postudLa^s almlXar 
to Pxf • 
• 133 ^  
DCFuatlOK 6i4» AO <S|V) i s cb11«4 a aeni 0-fl.o<9k 
i f fo3P all 0 aol asm f In tfe iKitisfifrs tim Cf l i f ) • 
mnmnm ss* A a • noot i s ct^afi i f 
its m t i m m im 
(e I e a» 
LiHBA A « a » mt l^g CSfV) ia a flmk i f i t 
PTOf t Wo fmm « 
• it nit it}} { rf f ) » f 
« < ( r a f > f f ) real 
a e » ( a f f ) (6a) 
a « ( j r a r> r5*n 3 
• « f f f ) a f 1 »ine« itttym f 
• C f r ( a f f ) ) fe i l 
• if f C e a l 
fliiia n « (a f f ) ( f f a)t anS # 
SToVt ptiteifie a a b « i* in <6d)t va 
< ( f f e > « « > « ( f r Cd a <»)) 
tMO^  (ada ) • (da e ) 
« la i . « 
Sense, is a floek* 
A tpssal • Q • flo43'fe i » a I f I t 
Bafcisrifs ttm mlm 
C<i» h&ya 0 ) « Ca 0 • ) ) Cef) 
m kaow, A a < f » f > fP j j l 
• ( f a C f f r ) 5 f slffise C f f f f 
« ( € f a f ) f f ) f en 
» CaJfff) 
« » «> « r,- C a f f ) <6g) 
a « i m f ) r P j I 1 
• ( ( f f f ) a f ) , aim® C f f f ) « f 
• < f f ( a f f ) ) f 6 f ] 
a C f f a ) t6g3 
ft f f ) « Cf f a ) 
»»> pj j orsfl 
Hov» puttinc 4 » « • f in <6 f ) , tf© hasm 
( ( « « b ) f f ) • ( « l > C o f f ) ) 
( ao b) • ( « e) 
Xl3l38| if « flook* 
ZJmil 4 ionl 0 « flock to a noek i f i t 
saUsfi@ii tarn im 
» (uliCeao)) *•« Cati) 
Prctfi s tt ifskf) 3 
» ( C f f j r > a f ) fllnea < f f f > « f 
« C f r C f u f ) ) fehj 
« C f f a ) thl^ 
Agmifii 
a » ( f f a> 
a e it&ty 
m ( f 4 ( f f r ) 0 l n 0 e ( f f r ) * f 
« Hi i aH f ) feia 3 
» i u i f ) C6i3 
% w i a f f } mittm} 
pj j am 
Potties a «• • • f in (Oh) m laaiJa 
Co A b) • 
EoncsQf 
I^mSi C^fV) is a 
• k MBd 0 • nock la • tloot i f i t 
satinrio* m> 
« a e b ) d « ) « ( f tMod* ) ) 
PiiOOF, turn 
« C C f f f J a f ) s l » o t C r r f ) a f 
fe (f r rPtil 
« W Cf f »> 
a « ( f tt f ) 
^ iiUfitn 
« C { f f a ) f f ) 
« (ft tt} mi 
«a> « • ( « f f ) * Cf f a ) 
^ ^ht • 
imif piatlltsg d » ® « f Ifi (6|) teav^ 
Ua e b)f f ) « Cato Ce r f ) 
iM 
«»> Ctt ) « ( « b ©) 
( ( A 0 D M » B ( 0 D • ) ) 
(C a b 0 ) d • ) « (a b (e d • » 
«a> PJ 
Tbuft ft 0.<}ek# 
LWMA A m i 0 ^ Hocir. is a ccDKrafcami nodi 
O gfoup) it i t saUsfies 
( ( 0 b a ) d • ) - (a b (c d a » (€IU 
• 1S4 • 
s>aDor# iToip ^ ft € s, htm 
fS'llJ 
« ( r f « ) 
ffl « Cf m r) » Cf a ( f f f))sl««se if ft) « f 
miaft) fPliI 
Q w <f f a) »Ca t t) (em) 
• • 
^211 • 
to |»«ttllfie « « « f 111 (61 ) v« 
mm> (6 am ) mtmbe) faal 
fitas 
««> (C« bc)d •> « (n Mo a •)) 
Henw i s & 3 •• g«>ia>f 
IiEmA A mmi a - CDgv) « S • gfiDijp i f I t 
naUttties ttm Im 
CC e & ) a • ) • U li (d 0 • ) ) (6 H) 
« <1 aCf m ) i^ iiC© <f r f> « f 
«C<fair)ff) re lil 
u m If til 
fsws^  a « f f ) *•••«« <6er) 
a » 
« C(f r f ) G f ) MriCO Cf r 0 « f 
ai ( tfiuf^} r e a l 
« < f jr o) f0o3 
« s < « f f > « C r f a) U p ) 
I I SIX 
m pttttitig a « e « f t!i C6 IS ) %» haw 
b a ) f f ) « ( a % if ^m 
(o b • (a b Q> fPjjl anl fecf] 
a « b t f ts va flaw 
<(o f 3')a e ) » ( f f <d c « ) ) 
• im* 
«w> Aiseooiativaty 
iSfV) is a 3 -
tMmh A sGsil a^JfXoef? is a gf^tjp if %t 
) « (fi «#« (eq) 
fHOOFt lEBov that 
e ({ f f f ) a f ) s l w Cf f f ) • r 
« ( f f € f « f » fetJ 
• ( f f a ) 
O €f « ( f f f ) ) fdnts© ( f f f ) • t 
^ ( ( f ^ t ) f r } [Bq^ 
fPxil 
fhm a Cuff) » ittt} (6r) 
P* J «nd Pil l 
esov on putting • * 4 9 f iii <€(|> m liaw 
He ) • ( a M f j f o ) ) 
tm> Coiffiwtativity. 
1S7 
tfcas, (8,w) « 3 • gfotJD* 
EA A sood 0 • Hook i f & 3 • umxp I f I t 
I>a0OF« icoow tjJmt 
a ® ( f a f ) CFj^l 
a ( ( f f f ) a f ) s l n c » C f f f ) w r 
« Cff( iraf) ) f<i«3 
Cfra ) f r j i l 
AmSi a « ( f a r ) 
• ( f a C f f f ) ) <f f f ) • f 
• « f « f ) f f ) r6»i 
« Utf) thl^ 
ttaji » • ( a f f ) • ( f est) 
P j j niJJl PxiX » 
Hov inittirt ft » » f in (6a) ve bat^ 
( ( f r o ) d a ) » 
ma> ( e d « > m ( « d o ) 
CoHButatintr* 
« tOB • 
tt«ii> n (a Mod* ) ) % 
f|tt)g» <C|ll) i s a 0 * ®f«}«P» 
MCMMA A ««sit Q flocte CS|«) is fi • grotip it i t 
iottflfios th^  
» ten) 
Cf a f ) 
a C<ff f>ar? J^nct <f f f ) W f 
« ( f f < f a f » reiEil 
fii « Cfs-f) 
« < f «C fJ r f ) > ilnee ( f r f ) » f 
a 
w { ( f l l f ) f f > 
e imtf) 
n <a f f> a Cff.%) 
• t 
fenl 
f i 'nl 
P j j and 1*1X1 
How patutis « « b « f in (Gil), m h^m 
He r r ) a0 ) a ( f f f ( « d e » 
ted • > » 
w«> adC putting d « e » f in (6ts) 
haw 
< 0 « l i ) » Cttbo)* 
m m 
B»tmt iB^y} a S - gmsjp* 
tmth 6 •XX* A mM 0 ^ nock » cowntsts^ taiRs flock 
i f i t satisfies 
ft) » ( a b ( o d • • • i s n ) 
PaOOF, Sine© 
AB&itl 
e « i f » f } r^xsi 
« i i t t f H f ) ttltmitfi^nf 
V i f f i i n i } } Cewl 
« fPiil 
a • C f f a ) »»«(€ac) 
m a» 
, » iS&if f f ) slm& ( f f f > «» f 
• ( M f t ) 
a « y r a ) « t a f f ) 
pji sod rjix • 
How, putting A » f E B ID tsa'S* 
« f c ( f f ( cdc ) ) 
a « > (O d # J a ( « d q ) 
OosMiutatlvitT'* 
AgjdlQt P i t t i n g d M • « f i n C6w) v « fcaw 
(Uot»)rf) « (tbCf f o ) ) 
(no b) » (a be) 
• 13D -
( (ac » ( a b 
«s9«> (a,* ) tfi a smoTJUfcative tXook. 
M I A e a s . ^ aesti ©-^flock (S^n) i s a o«3titatlV3& jfloefe 
(3 ••gsroijp) i f le sattisifitfl 
S Cey) 
a » t f m f ) 
« ( C f a f ) f f > IS (a^f f ) 
a « C f . f ) t^nl 
m U r t t U f } sifs©© C f f f j B f 
« f r r c ^ f f } ) iey) 
tiiBB « < f f a ) <6«») 
t t 
mattlDS d » tt • f I in Cer) t ^ tiai^ 
CCct »a ) f f ) # C u M f f c ) ) re^ l 
m > (o b » 
»."3si> Cosifflutati^ dtjr, 
Asalni puttins ft » l3» f In (67)9 m hi^ VB^  
< ( c f m t ) • ( r fCd «Q ) ) 
mm> <cd« ) « (d 9 0.) 
Hence ( (0 ) » e ) )| 
( f tbCcde ) ) 
C0|V} it ft 8 « gn>up» 
- X3I • 
SiaUarXjTt w asaert the foiaewlog Iteosas* ean te 
pmrnd^ in ismm mmmv at X«amm 6*e to 6«l<@« 
iSHHA A i^ sui G « flock ie a emssatM^ @ « floek 
i f i t satieflofl ^ixi 
tSlt^A A goi^ Q*il©cslc In a 0i»faBtatli» ® • fl^^eie 
i f i t satisfies tlje ascioaa P j u and 
6«I6* A seadl ia u eomatitnU^ 0 • floek i f i t 
gatlafi® 8 P j j j aod 
4 stni d flock i « a donsiutativv CI * fiocik i f 
i t ana 
ZiEKMA ea?* A mwl 0 floek is a co«!iHitatii« 0 floolc i f 
i t «ati»fi«i» fg^j^ ant 
tB^A 6«X8» A ioiii a • flook is m cotwatatiw 0 floolc 
i f i t (iatiifi«^i Pjxi onA 
« ) « Cal>C«ao ) ) 
LBMKA A a«Bi 0 • flock i « a oomutHtiw 0 « flotlk 
it i t a«feiifi«i 
( C O T> } « ( « K 
* « 
SitsilQg up tm abovB •iiiO.ti m htm tt» lbll«i«vitie maim 
of this t^otlon i 
fSBOHEH 6#8. A mwi O-IXoals satisfyliig t!h@ mim Vffi 
a Q « floele i f mr om of tin ^eioss (Sd), (es)^ (Mp (e$} 
1*1 of i*xir 
SHEOICM A sflRi Q-nock fiafclsfyleg tim M m 
«»& any &m of tfeicmi ( 61 ) « (6fi)» (6«|)t im) 
niaA (6y) of %f ia a QmmtMm S * flocte* 
tHEoaEif 6*1.0 • A mml O^fiook (S|V} $iiti«f:97iai at^ om of t ^ 
i0Eioiit (6a)t (6f ) » (6ls)» (65) Pj of is • aook* 
TE20Hr:M 6«u* A stsd C-flock (StW) satisfying aiQr out of ttw 
axiens (6 i (6»)| (e^h (es)« (eti^t (@v) ana (6y) of is a 
oo»utativ« flock (3 « giotsp ) • 
« lo othifvoJPftsi i f va lapiaea I'l in a CI floek Iqr 
diffsTOot ft<eai Pjy va gst 0 * 0,oolea in four eaaaa 
6€«siutaU«ii 0 » flocks in ss^n oasas* 
mMm cnmnon on A &mi O FLOCR* 
XB tliis ssetioo m iotfoduoa ttm Mnary op^fatioii 
00 a semi Q * IXook disoussis^ io anl msmH tlia 
foXlotfing tbioms • 
SBEOmM 6«I2* A iisd Ckflook (S^v) satisfyine 
( (e l>« )d« ) » Ca 1^(0da)) is a cewmtatiw m>m%A (vxlttssii Sf) 
i f va dafio* (I) f a ) » a«»« 
• 1S3 • 
vwoWm PxoDf cm tm thfongh 6«6t timmm e*S 
and 6i4* 
m o m 4 mtsi s aU i ^ s r i ug « 
for a l l aaa • itt S, 4 s ao i i l»Uaii Cvjrltt&is % ) 
i f tie deflm ( a f 
fWOfm o«Q l» craili^ f m tlwofofs 3 of 0ikrtiiit» 
m o i w 0*14* A waA a Csfw) satiofjfipg 
iiehmH^ > « UI»Ce4e) ) i s m al3i@liiii} grmp (i^Htion % ) i f 
define C^fa) m mh 
FnDOF« Proof can U tiBm tl3K0f«iit 6«6» 
fl»o»BKi aiid 6*M olff^ oMsififa i f 
i»p2.ae« (Ce b # d « > « •)> ligr an^ F one of tdMi 
foiiowiiiga i 
( i ) CCc b ) • C t H A o i ) ) 
( i i ) • ( tbCode) ) 
( i l l ) « * t>e )d «> « C«b 
( iv ) ( (e f tt »M« ) « (AbCo^lo)) 
(Y) o ( i i l>C«Ao» 
(irt.) ( ( c b « ) d « > • < i i b U « o » 
THr;0«B« • A awi G • Hock (8,v) i«ti*fying 
(CsbeMo } e (nbCdoo)) i t « nonold 6|» » i f m defiiio 
« blnarr opciNitloo ( b f a ) » « 
- 17 4 -
PBDOF» Proof oan fiatiXy obtalmd tvtm Lmmm aufi fmomm 
moiuii A mmi (i^njo&u {Bfia) rnUstmn 
i t a gfoup if m M i m ( a f li> « a • b 
PfiOOf • Ptwaf om te o^s^mA tar 3 
our 
imtOBim 6«i7» A ifiiai 0 • timU Buti^yimg maSi 
((«tH3)<l« ) tt ( f t b ( d « « ) ) i® » iwjwp i f fimuei tUf a ) * 
ag'FEIElSCBS 
Bai3i9!c fes] , 0»ftaitaft r43Jt Pin^f CM]* 
CGUPzsa fxz 
ittfiil«00DF.8 fO ASSOCIATIVE hm W flOOLB 
•70. tmmmuon 
Vx^w C24] a fXoolc « « A temaa^ y naL^bfo Q^  
SQtt£ifyt»g ttm poitulattg i 
Vj^  t fot atir « in ^t thafii ixxints m I> in 0 msth tbal 
imhhy m mm ihhm} 
« mf $ifl « ifi Q 
In pi^ m r^nn el^ aptetf m 8 * noek«« 
Wm Itaim mm th&t emtf i • fleelE Is & flmk^ tmt mmmrm 
is not trm g^mi'j^* 
fim of tbi» utiapl^r i » to etufty tl» 
vMeb crist i f t»mary a^ ssoeiiitliiW lues? of a ilmk i « 
F«pXaeod try gomo analogous lava* laVs aJM olil;8in«4 bf 
paiwuUnf thi aloartitc aeil • ana Aiat£lbi]«if!g ^ 
parantliaf*! aaitat£ly* 
7AHiOOGUBs XD wmm mmcimm tm 
Lat afb^Cyd ofid • iNi in Qy tbati m fdsaU nm th» 
folltsvlng notationo • 
( P ( a f c® ) <4aV (7a) 
wMeb baa alJn»aAy biao d4»fii3ad in (Se) • 
• IBS • 
dtt!aoe»0 nOl {mffiimtati«iiiit of Hfh^c^A afs3 • tuldliii 
tlif»@ &t & tlSK on f i g ^ t i anA i»«r»itifig tlas mm^fdnz tvd 
i^mntB m Urn nmm wUi X S t» 
fbtis ( i i o (db « CdsUab ) ! wm 
n f®*i eaaee of CFCiJ». o.tjt » • SSBSnB I flHSSflllStttMi 
mkh^ IA« n Cite) 
((•notes aia. posed me |>«imitatliOti8t m s of 
eleiB&nttt onS o at a tim on loft ami pomtiisg tbo 
rottaiuliis oleipsots tsMag at a U m on tlvs i l ^ t f 
noaoltig ttiGiv bgff mpt^a^oa 9mh ( K a l i ) 
(F<iiii)P<l>4«))» ai^ 
* 12 • 36 in umbo?* 
now all vob&IUm aa^ iloguef to tiss tofHai^ 
ABHOClsUi^  Xtsu ms iciiXmt 1 
III <Ptl>c«) (a4)3?) 
IV ( P C b d o K a t y • S&S:^^ 
f Cl»(04«)(liiiU » od«>3 » must, swistsijp 
iri (Kfta®) <i»<d3p> s 
nn c p c s e d K b ^ y •CK^to^^d®^ 
u 
X 
XX 
Ml 
Xill (P(t»«teKd a),,) • 
XI? iPirneemh)^) 
t 
» 
JCir (P (a l>o) (de)p » ^ 
r iaaii«s^  nmaea* ' 
x m i ^J'C^o^^Xefe^*) • 
X3X ( P ( a M K d « ) , > jP mSSSS mSCSSSf 
XX ( H a D c K t d ) , ) 
DISriHlTlOS 7a» A temaiTi' idfibm 1» c^led « 
if 1% gatitifi*8 
Pj^  i Cft bb) «• « « Cbti i9ti»i» 
DmifZtlOB A ttratry aXstbz^ tt (0«v> is oaUod « eettnmtttt^ ^ 
ffti^y^Qck if t% satltfl«fl 
PjL (ft l»l>> » a « (b b n) 
DEFIHITIOJI A tlmU is « flBot - flock If i t iatlsfi^s Vtm 
aeuociativ© low 
Fg ( (a be )d« ) « ( f t bCedt ) ) , V ot^ 
W<» fiov co»si<l«f an^gues to ttw asssoeiattiw Isw Fg 
by tb® folloving sSiioB 
Ant (p<«i • ^^^fjfct &I4 
Tfels ajeiom i»|>3PMio«its «• 
f i r i t J^IIoviiig X«tase« t 
l^ma ?•!. A ssnl * 0 a nook i f It sutigfif g 
s>aooF« i4it & » III ti»ii 
( ( b b c >(!« ) » ( b b ( « « d) } 
B«> (<} a tt) ^ 
Btiie®, (<« b o)d» ) » ( ab le • d) ) • (ftbCad © » •»> Pg 
Q is a floek • 
xmtA 7«3» A no«k G i t « noGfe i r i t iatigfini 
( ( a b o ) d » ) • ( ab (do {•?(») 
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PBCOF* lm% a « timu 
((lit>6>d •) ih b ( 4 e « » 
(o d « ) ar (d 00) 
ftitis* <(a & G)d « (a IKd 0 « » «» (a Mo d • ) ) 0 i s « 
ilotfkw 
ItmA 4 atiai « ilmk § is & dock i f tt 
» ( « • « ) ) in} 
ftai p»>of ia t» that of I#sm 9*1» 
4 gNiffil* ilook 0 i s a H^ek i f i t satigfieia 
CtabeMii ) « ( s b U o d ) ) • • • ( ? « ) 
paooF. aicdiar to that of tamm 7«i« 
JL£im4 7*0# ^ flooli 0 is « Hoelc i f i t 
•fttigfi«» 
( ( a l > « > a # ) • imhUM) <?h) 
PBDOF* I.«t « « bi tli9c 
««»> ( o d « ) » «Hii> 
•»!> 0 * oo»niit«tiVtt flssl « tlmU* 
Bow, C(a l>oM« ) d 0 ) ) b (c d«)> •«> P^ 
0 is a oomnitatiw fLocfc* 
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fbtts 7«X t© tcgatfcM* lasply < 
tHEOH!^ !?! If a flock d catlsTtf® t!i9 laws 
( ( a b 5 « CCa © >>, thoa m ^ d l t i m nv&^m 
trill l0 a 
(1) Floek iR © cas^ a^* 
i2} Coaemtatii?^ floclr In &m z^m* 
I n ot|]i0jrafoids| i f im PQ i n « floafe G Dy tlw of 
potftvUaUiB CCa l ^ e M * ) » <Ca PCc A « ) ) AtTirmnt ftm 
tte KmXtlm fiFStms ^iH too i * 
( 1 ) Flo«ks 10 4 Caere* 
(3) ccwaiBtatiw I0 outs «8i3@<, 
IJgKHA A sssnril aoefe Q i s a Hock i f i t sattsfie^a 
(Cfit«fe)d«) » (71) 
P»00f, L«t d «s « » to, tbnii 
((iiel»)l> « (a 1} (c 
»wi> ( ( t c b)<i«) e ) « { a N o d •)) 
ma> 0 Is « n.OCk» 
Wd cov fltatd tb» following 
tsmh A mmi • flocu Q It a flock If I t ««tl8fi«t 
^ 141 » 
JJSmtA ?V8. A mrni • iloek Q is a Hock If it 
t$m& 7Sm A saeii » Hocit a is a flock i f i t mtiefic t 
(Cc A • ) « <iibCt d • ) ) 
(?t) 
proofs am Oialttud m tboy oi® all to ptoof 
of Locsaft • now PTO^ i 
IiMA VAQ* A iPa^ •• C la a floelc. I f i t 
P»OF. lot 4 « t a fe, thou 
( ( « fe a)t)t>) « imhUhh} 
fmt taiat 
i>»s> Q 10 a oosnsutatiw flock, in view of 
( ( c tv ( ( « l » c ) d « ) « Cn l> Co4 • ) ) 
Sov, eaii state t;h» followifif wi-delj fdlloif« 
ffoai thto»©« at4il Icmtafijs 7 Jo to 
mOBBH 7«2« If « seiiii fluok 0 saUcfi^ii 
tbiD 
<1) 0 i t « flock in 9 ccsflttf antl 
(2) 0 i s a eomiatAttm tloek in 2 
This SS atsoolatlw ooiilogttfts of 
out of vhicls 36 • 9 • » « 26 to UBint<'?ri>stlfi« stvuotomt* 
Siailaflyt ^ ^ «»3D0l,ttiw «Rslo6t»>a in of thi 
^lon X to XX • B«t]c* this t}«oz*a oov«»r« X SO m tso 
assttcifttlw aniilogtjBsj in wSilch n is .fXcok tn 0 XSO « leo 
Aualogties affl^ l commtatsiv© flook 2 H 90 » in^ogiisg* 
la ofchpwos^st iS m s^plasm in Q tb^ postxilato P^ 
diffexticili from P^t f^siilfclttg systftaiiiu t»« a 
(1) FXeck in 8 ear % 
<S> OossOTfceUw flDfilE in 2 eaaoe* 
QtmraXisleigt 
'lEFOaSif, tf a gJrai** Hook Q 
tbin ttJD ri^ swll^ iiag syntca wUl t® 
(1> nockfs i n © x e ^ m sM 
<0) oo®isutftMwi f loo^ in 9 X6 • VSs eafi»0* 
pacOF, By I»s>««at«<4 ap^Uisatioo of flteoivw Hi fiuSl tli«t i f 
( (PCftboKddy « 
ttwa 0 has Hocks in 9 o«8ta conmntativt; flocks In @ o«ff t* 
SiaiXiirly in o««i of all tbt follot^lfis ide^titios 
( P C . o b X d t y • 
( P ( b « « ) ( d « a (<ba\P(o<!«)> 
CP(c«l>) (dt )y> » ( ( o i ) ^P ( «d® ) ) 
(P(l>c » ) (d a ( ( l&e\P ( «d » ) ) 
<PCc ton) ( d « > p • < (ol» )tPC«d«» 
• xts • 
iapli«si thut 0 ims flo^l^s in 0 
iXmka In 2 
Wat idnee 
» He « 
W© oofiolud« that if 
tl»n 0 has aoc^s io oaatf sr aoA coiwaitatlw in 
12 eas^s* 
fMfs pvoot of 
SBHaSS, ft»or«» m'mtQ 36 >» ^  of t|}0 
aistlea XVI. Slallarly, vo flnft X flS to m^uh of the 
aptloais I to XX, the e©iw»s»g (26 K6)X go 
» ttsieoeletiw anologtjtt ont of vldoh 3 i « « fXook in 
64 K ^ • XOaO oafioo « 
7»3, CO^ IHUXATIVE mH • mCKS, 
fiFomK 7•4* Xf a fitml • nook 0 uttlofitt aoy out of m 
<(ftl>o)d») e Kat>o» C7n) 
ttitn ttm woultlfsg #3r8t#ia will b» » emmtMw mwi ^ Hook* 
PBOOF» t In 0SX analogwt to aBsoclatt^ giWiu liy 
C7j3)f axw * 
U ) « C 9 d ( a b c » 
( i i ) i C « l i « ) a « ) »C©d{a« l> ) ) 
( i i i ) CCiit>o)4«) 
Clir) t (« l>o)d«> « ( « d ( i 3 « a ) ) 
<v> ) « a W) 
( H ) (Cal>o)d©) 
I n ( l ) t i f w® puis ft « b » w© ®tti 
ma> C«4«) » •«» 
Q i s a gsei ^ fXmk* 
tn CiDt imtflDg Cf h&m 
) « C t d U b b ) ) 
( f id* ) «iC#da)a«>i> P^ 
««> 0 l» a coweutaSiVd tm% • 
Xfi ( i i i ) » i f ^ put; « «> by 0 a eommtati^ 
flock m 
In (lv)t i f b • e, wa that a Ced«u) ^Mels iaipUM 
that 0 i « a eommtuti^ mw^ « 
Wma (ir>t i t i « c w ^ a * 3 i f t e^mmtMrn 
mM flook* 
(v i ) X««de to « coofflutaUvt susi n c ^ (i^tus a « b)» 
a«t)itaXi2^ng Xbsoftis 7«4| £«t 
2f wo rrpleica Pj^  by 
m a l > o K d « ) , > C70) 
• aft158 • 
ifl 0, thftu t33e TCQvltiii^  «y3t€0a vUl bo cossmtiaUWEJ 
gfttBl t» iloeks in liXl tiB 86 caeee* 
paoGP* By p&iKJat^ ftd app3.$.Cf,tS.ori of fteDKts eae fiMa 
tiiat Q is a eoEK&utatiw mmi * Hock Spp ail tli^  folltJtlog 
) «C (®d \ PCaeb))t 
( ( l i o « ) d o ) P t b e a ) ) , 
C C e a W t ) PCa«!))), 
Since egjisfe ilx fbr 0 t » 
<jotEEmtatlir§ msi floek and siiict 
« 4*0 a » » Fte t> A ) 
concl^© that 0 Is coffi3i3tatt'«i rtei flock In Se caf«f» 
ai«Aac « This tawon® t!h^ p««iroia&, ae x m m tso 
asaooisUw a»ia.ocu«t« 
JJCMKA 7*U« If A MIBl • noolc saU]$f!l«9 
<(al>o>dt) « P(al><s)) (7p) 
tb9n ttM WfultlQg f y f t « « v i l l b« a 
( 1 } consfutatlw mwi, • Hoek: in QCMI cam^ 
(8> ntithMir A nock, nor « coiwutaUva nock^ nor 4 
ooc»utatlv«» * flock in © oama* 
C7») iaplle s 
<i) iitkbene ) ii a • ( a b O ) 
Cii) ((& b a W o ) 3 (esCac h)} 
Ciit) (Ca fe an ©) » a o)) 
( ( a «t (<I«<!3 0 a)) 
Cv) (<a b at 
(vt) e (dtCc h « ) ) 
Bot<| (vl) ««> m putting d « c « 
la 
C(a S) « i h U c h a) ) 
Ca b o) « toSia) ««•«> f^ 
tbtjfi, Wi haw t^e ft/llo¥iBg 
f i i row If a «?ittl » noek S aatlaftee 
tSioo t&ft rosalttfsii « i l l tei 
(1) ecwsfotatlw oi»ml ^ in 6 
(2) mifcbpr floek| mv flo^St^ mw cottatttatt-w 
mml • flock la J3& caies* 
w« fiaS that t;l» fiollovitjg arts of in a ««mi 
Hock 0 iwply wlthiir ftoakt nor cciractatiiw? floeic, noif 
eomumtative sdml ^ fXock* 
(1) CP ( « boK4«> * ) • t)^) 
( l i ) CP ( aUcK i l « ) p « (PCaAKJi* o)y> 
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( I I I ) crca 2>cKa©) j . ) » ( P ( « a ) ( c b 
(IV) ( P<abe )d « ) ^ ) a <H«4Ke # 
€tr) ( K a b c K f i ® ) ^ ) « <P( « t» 
iny ( P ( A l i c H d « ) p » ( P ( « 4 K « 0 
thmf it ( P ( abo )Ca «>y « (r<a^KPCbe«)) 
19 tatiaficJ^ln a «ral • nock G, fr»o2,tliig ayetso 
%fUl b® mith'iv of tfw folloifiag i nocis* floekt 
a»l ocramitatlVD aetii Sinilasly, iii 
that i n oaai of t l» follcwlisg m%Q of i<Sftntltlii»s oatlisfi»d 
a soial « fXo6)£ ^t m t g i t enr of stniott!i«« « 
oasffloeaUw fi©ck» ami coarmtatlvte esgd floQtc* 
(1) (P(ftbeKAo>^> « (P(ae5 P(b4 e) ) 
i l l ) (Ita b cK <J tlj.) • (P(bd) Pin e 0)) 
(111) (P(ab0Kd#)j^> « (P<b«) P(a© j^)) 
(iv) CP(ii b 0) (« i y ) ® ( P ( c d ) P ( a b »)) 
(v) (P(a b e) ( a « ) p « (P(® « ) p ( » b a)) 
BiMAfiK, Xhft«(5 C0WJ?« (as XiO> X 20 «» 70OO 
ftfiaXofUi'Qt 
Tim foll0wlne tteor#» AOTI up otiy luftftlgatlout of 
thi I4#0C anologuvfi of tias «3{iool«tli?» 
tnrOTOi 7*7* I f In 0 V® wpljiof Ps by tl» 
(PCtt b 0 Kd o)r) « i i j i P » 
dlff«x«>ot frofi Pg I tfain tb« rf*suiting tyflbim «1U bt » 
(1) Flook 48 oaces 
(2} Gommtatiim tl^ok in 12 c&msf 
(3) CcnnmQtati^ si3iiai « 13.001 lie at l^ast 4S 
(hmraM^ogf 0111? »Qio tlKH^wSf i t at t 
la iEora I f , i n n mmi ^ flook <1 m mphme Pg fey 
im 
ilffs'waiit ffsoia tl»is Hsci i^etat in i t3r8t»iii m i l># A 
( i ) Fl©«k i n 96© 
<2) Co»fawtatli«i fSooiE itt case», and 
(3) ComnutaUw sesai • fl<>cl£ io at li»ast 840 Gfts&e* 
atSAJGf OPERAXlOfI OS A SElCt - FI^ CK W3SI 
mwcimm mmmsB 
Xn asotiofif %m inti^uec! • Mm?^ op«»fi|Mot} 
i o « trnai * flock (a^v) «\joh ^Qt tor aoy t i n % 
o (a f !>)• V 6 0 
fc® knon that in « bimry ©iHitatioin, timm art SO petaiia.^ 
variatioi it of atoooiatlw i m 
(B) . Ct«l>)*o 
(B) oorrtapoiois to tht t^fQury ttsoclntiv^ lair F^t 
b o )dt > • (a b (c d • ) ) 
IB out of 80 vailntloot of (B) bftiw 1»0H «t«ftl«d Ijy Fargo 
ajad m ishsil utusAy si3Ll, ttf tho SO «orn»«poii^iiig vatiati&iif in 
the ass^lali'*® im % « 
Ibi 20 poi^Ule ifAiliitioni of (B> awi ai follows • 
(m ) « 
(as) n 
tt 
m > (««!»> to » 
m y < s 
<m> a.( b .c) a 
c w • a«Co«t») 
(BB) » bftCiita) 
m ) m 
(mo) a^bftO) m 
( m ) m 
( m ) (&0t>)»0 m C tc 
(ms) (ft«b)*o m 
iWA) Catt»)*0 m 
( m ) m 
( m ) «•< M ) m 
( m ) • (o«ji)«b 
( m ) ai (o*b)«« 
(£3,9) m (A*C)*b 
(WO) m 
• 150 ^ 
III tsernaary ojierationt tlKire a«e nficO-og^ ^^ a of 
tb© asi>oolaUi^ €? Im 
f i x ) 6 M 0 eautfi aats gl^n It^  tlm following postulate 
« 
m • | « » » (P<a I , e d « )) aiwsm^  tssmjji sjkssjj, etsaawaesy 
« M » » - l&S 
Xt vas tteaf: It mifim» stuety follcmigig 
M ) • U 4 ( 0 m h ) ) 
iT2) ( ( F T D L » ) « E ) » ( L > A ( « « E ) ) 
( W •1 C B « < E « F T » 
( M «T (edim^rn) 
( f B ) • 
cm) m 
( f ? ) m 
( 3 8 ) ( A D C D T O ) ) m ( b d i i n f ft)) 
( W ( A D C U ^ E ) ) m COD<A4T B ) ) 
(no) ( « D ( T > « 0 » m ( 0 D ( B « FT)> 
• asai • 
< m ) m ( ( « 4 e ) « b ) 
imy ((fidb)fi o) m <(l}d « ) • 0 ) 
mm <(i>d 0)0 a) 
c m ) (Cad b )0c ) » ((odft ) « b) 
(116) e) C(odb)* •> 
im) (ndCbcio )) m (Ct}d<l)*9) 
inn 
imy (adCtrno » m 
CadCltcie)} m (<ado)« b) 
( W ) m 
(% ) eow^enie C%) | 1 • 
he% (OtV) l» ft 06131 HOCH (Cl^ v) tatlsltee 
(1) tbi ternarjr 
(2) Pj. I t « f f > » • w Cf f 
I»«t blQfprr opo ration vhlob eootsaot:® t^naary 
op» ration In ^ foXXcnrlog v«y i 
int 1>> • a^b fdr mm t mo& «oy oiie 
W« shall now Invwttigm^ tb» gtruetuKis obtaimssd thfoticli 
til® lUnaipy ©p® ration dUifit»a abov» , by iwpoatof any of ttm 
t®r»ary atiMilosiits % to tgo Q* 
m ) • ( ( « d !>)•«> - ( a d t o i W ) 
clofuwi inn wltb rscptot to «iaupUe«tioi3 1« obflotit 
txm 
• U f b ) (T^a) 
F M R N < S » 1 ) , V © B A W 
« a » C f f 
iilslQh implX9B that 
• if • ft W 
Baiio^i f i i tb? Ijaentttr for < 
Sew^  «5%tii5s a » e 19 f 1» m htm 
( C a f W f o ) » ( a fC « f to)) 
» a«(o»l») (SI) 
Agatfif mtting a «> f i n h&m 
e»> feiO « 
How, I f a l a giwHf cls50«« x « ( f « f>» Iffctn 
f » • ( ( a f f « ( a a f ) • f CnAsil 
anA i t ftaUmrt tb«t 
m i t i m r r m of a i n < > 
Hew, frm (a) an! ^ feaw 
« tim asiooitttiini Im (B) 
H#i»«t l>y<%a), (%#4) wiA <0>, i t 
fellows tbat < Q t * > la an absliao group* 
POasULi^ (Z2> » ( (adb)a o) » ( b d ( aac 
» * 
oinriou8Iy« » (m tb) l»pl l« j i tli* oXomivw vlth 
mm^et to tl» Irlftaty oper^tlofi • * • C%«3.} 
(a f f ) tt a » ( f f f t } 
w « » f (f^*^) 
B«tie€t t 4s tfe fojr « 
it^h mtUm d • • • f ^ teatr© 
Agaifiy s«tUJ9g 9 » f 1» , 
«)«> «• ^ (Tg.s) 
Ho^ t if ft is chaom my ( f 11^ )9 thm 
mm m ( a f ( f ft m » ( ( f f f t )a f> « f ) « f CP| aad Tg] 
atyl also 
• f 
X t§ tlxK inviirft^ of ft i n < (l»* > -
AlsOy <ft»b)«0 m t»»(a»o) 
thuftf < G , * > i a «Q ftbeUftH group* 
POStULAti (73) t (Cadb)« e ) » Cbd<e«ft» 
oXoaux» la»( I t obvloist froM ft»b « <ftf b) ( 
• aft4 • 
Hew. 
imtty • « » ( f f a) 
« a « f . « - ^ 
f ll? t!» Umtit f flor 
Fxm ( fs ) t m mttln$ d « e « f , tiam 
0) « (bf<o f « ) ) 
(a»b)»c « M e .a) CS3) 
AgaiK, setUag b » f in (BQ)| m hsm 
A t e » c • tt C 
Hcft?t for any a itt m ctjooe® x « Cf « f ) in 0, Ifhtn 
» ( a f ( f • f ) ) « ( f f a > a f ) w<«i« f ) « f fPl ao«5 fg] 
* • a » ff by (%«3>« 
X is thi in-wnrt® for < > Xa^^jL 
ll(ico#» tvom (T^^)f (%«2)t C%»3>t (Tq^)* eonclufic 
tbat tht «yit»B < Q,* > i i an ab»lifl« groap* 
P O m i m ( U ) t (Cadb ) « « ) « (0 dCaab}) 
eXemim Igv ia f i t « a*b » (a rb> ( f ^ a ) 
Also* 
( f f a ) • a « ( a f f ) 
iws> f « a » a . f 
«ct> f is thft i<i«)Dtity for <0 , • > 
Smtf aattlQi a » « a f in (l4>t m havn 
(CajrWjeo) 
s&ttlfig (B4>| VII 
«i«*3> ii«e « Gvt)' ''Cf^ *!?) 
tb® »y«toi3, tfrrcfoj*! is eoowwtatlva 
Pot any g i ^ R « I n 0» m cliooce at «a ( f a f)^ tlmn 
w < a f ( f « t n w (Cf Cf))G « Cr a a) « f fPi anS 
anfl « • a e f (l?^*^) 
ea«> X I s tte ifllKtW for <G t •> (' 
fbuo, «j»ler ( t^ tS ) , pottulate 
Pj^  oiaa dcflnltior! « ( a f b>t < 0|* > i8 a W i e o loop* 
POOTLA® ( % ) t e ) • d ( b « a ) ) 
oXo0Uf«> liai In o M o u a fioai « ( a f b) ( % • ! ) 
H0»f 
( a f f ) • a » Cf f a) 
•» a « f.a 
«*> f iff tbe Idf^ ntity for < > 
Setting d « • » f in <%>f m hwm 
C<af b)fo) • (of( l i f a » 
«a«a> Ca*b>*e w 0 • (b»a> CSS) 
AealOt Mteing « " f io (86) wt get 
a«b • b»a i f ^ ) 
- lae • 
8fl»y for ttoy giwfi a i n 0 ohooat x « ( f • f ) i f i 0« 
fehiR w ( a f C f a f ) ) • < C f f r » a « ) » « f fPxana 
ana ac»a » f 
Heisoof le is «lsi inwrst of a In < Oy*> i T ^ ) 
ftsm% (%«&)» ftod i^itb 
and dcfiftlfclojs » Caf !»)# tte syetcsfii <6f #> is m 
aMIan X&op* 
Im i s ©Indent tma »•!> « ( a f to) ) 
Wwm Cf f a ) « a w ( a f jfJ 
«w> f «a «» a • a#f 
f is tl» idPRtity fSor < • > 
Now jsottlfig 4 » « » f i n ( l i a V B 
( a f C b f o ) ) ( l > f ( a f c)) 
tsa» a«( « b«(a»c) (fiB) 
Again s i t t ing o f i n m c^t 
a»b « b«a (^e*?) 
Tlw tjritiiif thr>vrfor«« is conmitativ^• 
For any giwn a in vt choosa z « ( f a f ) * tlmn 
a«x « Caf ( f « f » « ( r f ( a a f )> • ( f f f ) « f 
aoA x«a » f liy (%#3>. 
W«> X is tbt icvrrsi of a in <0|»> 
How tfom (So) anl (%tS)t m hgm 
a«(1»«c> a l»«(a*o) o <»*c),b 
Eei^ the systoifi < •< is an al^alian gvonp bjr 
a»a (tgifi), 
POSHSUaH ( W » CiidCl*®©)) • <»A< 0 • b)) 
«losu3» XfiEii i « obvlowa frcm a«1» • C« f D) ) 
<f f t ) « « « (a f f ) 
t#a • a » 
«»> f ia tb« iiScistitjr to < Q»*> 
Sotting a » • f i i j ( t y ) , ve 
( a f < b f t t » • Ca3r(<jfli)) 
•«!> a*CbfO) m a*(o«l>) (B7) 
Again settlM ^ o f iu CB7) hBm 
«»> b»C « 0 «b ( ) 
Baiio® tbi syiten < 0|# > i t aa ab^lian growpoid vith an 
ittootitsr* 
( a< l (b « 0 » « (bd(Qa a ) ) 
oloatiftt lav is avidnnt fsoa a»b « (a f b) ( ^ 
FyoB ( a f f ) • a « <f f a ) 
««> a»f • a » f .a CTg-,r ) 
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mi^  i identity for < 0, • > 
Bov Mtting d » a f ia (% ) m h&m 
< « f ( l > f e » ( b f ( e f 
•»> « cm) 
aftfctiniS c » f In t^B) m g®t 
mm> ft.D « (%» r ) 
Wqw mf « in Clf choom x » ( f a f ) t ttoets 
a , * B<air(f a f ) ) • ( f f C f a a ) ) w < r f f ) » f 
aod by st»is » t 
31 i t tte jLisvorjga of a in < > ) 
^mm (B0) and C%«3> tisw 
A » C B « O ) « S ( E V A ) * ! ! 
ll«nc« <0 , * > i j en abcliact gitstip by 
awS t%f5). 
oiostixtt is otmoi}« tvm ii*b » < a f b ) ( ) 
( t f a ) • « < a f f ) 
•»> f • a • a • f f 1» tte Identic for <0, ,> 
8»%ting d « • • f in (Tg) 
( a f ( b f o » « ( « f ( a f b ) ) 
mm> « cJ^ M^ b) cm) 
Aeaio iettiiig a « f in 
« 
For my a ia o^ m oiwos® x » ( f « f ) t 
• <iif<f a f » = ( f f U a f)> w ( f f f ) » f 
nm by C%#3>t * • n « f 
a«as> X id tbi lnwrs» of a iii < Of* > ( 
F ra ( W ) aad (XgtS^t ^ 
Hfiiwt <0 > Ifi afs atellau {japcrap fey CT^ *®)® 
PosruLAfE (fxo> I CQa(l»«Q>) » (<»e(t}<» a ) ) 
cloauxte l&v is oMmi0 by « Ca f ^ 
F « » ( • f f ) «• m w C f f a ) 
«»> f i i tin identity for KQg* > 
HOfU ••tttQi f « bttW 
Alio stttticc a • f in ^ 
D • a « 0 • 
• aft160 • 
Fot mf a in 0, vt otiooM x m C f « f ) » thm 
««3I » ( « f < f « r ) ) • ( f f ( f m • ) ) • iitt) a f 
•«> E io thi itmwm of « in <*»,•> try 
Vwom 
«»> <<lf •> i f tn fttJtXian Hy C%0a>, 
C%«4 ) and 
Im t i «vi<l@nt f m a*^ « ( a f 
FKMI ( « f f ) • « » ( f f a ) 
a •f » « • f t » 
•>»> f llM fi«r <0| 
Sow lattiDf 4 » a » f 1» <%x)t ^ 
(a«l>)*« « (a«e>«b ( j ^ ) 
Again tiCtiii a « f in ^ l^ aia 
• «•!> 
P or asy a in Ot va oiioosa x » ( f a f ) f Cluan 
s«a • <(f a f ) f a ) • (Cf a a ) f f ) • ( f f f ) • f 
ani bgr « • » • f 
••> X i « tbi inii»r«t of a in <0 , •> 
Ffofi and ^ ^ 
• m • 
Bttioe <0|«> I.S « » ^llm gitmp 
C % a ) , 
POSm^^ ES C%|) t !>)•«> «i((t»d « ) » e> 
ologust i i oMottf W s (ftf l>) 
ffOWt 
f ) « « « < f 
f tbi for < > 
aittlng a « • » f in ham 
AgaiAf fetHlts o >* v« p t 
@»BOt < > is « » «t]tXi«ii nonoid ligr 
posmifrB (ftdb)«o> « ( ( b d 0)i> « ) 
oloiUfi Xav is obviotis f m a«b « ( & f b) 
Fro» ( f ftt) * » ( « r f ) 
f • A w « « f i t tlw id«etitr for <0, 
Sittlisg d » • » r in 
Again 0»tURg b « t t in im i » t 
• aea • 
For mf a in Oi «booa« % » ( f ftf)* ttwn 
a a t « f ) f » ) » ((JT SSiJff) m i S t t ) 
and 
X is lh» InwtsB ft in < > 
Frott «nft C%a,Q)t htm 
< t « Ail tigr 
• 
PO^niL^H C%4) I CCadbkfs) « CCofta 
o3.ofux« Xm la trm m • l i « ( « f l i ) 
Hcwf <• f t ) « » • <f f 
r tilt idftntitr i'or < > 
Sftttlng 4 » • » I In >, haw 
MtUng )> » f in haii* 
«i«o « e 
For any « in 0, wi ot»o«« * • <f » f ) , thin 
• ( ( f ft f>f ft ) • t ) • <f f f ) • f 
ftod tt«x • f l^ y <^4,3) • 
< W 
• led • 
fwm (%4 ^ ^ 
« Ma*c ) <0 , « > tg an aMian 
group IV awl 
% ) t ( ( f td^He > CCo d l»)9a) 
f tm i^tty » • » { f f a) « • • f . « 
««i> # i » Idanttty f©ir < > 
aptfeiag d « « • f ill m liaw 
Again setting e « f in va gtt 
For any a in O9 va ohooaa x « ( f a f ) , tftieii 
* ,a • a Jf)f a ) aw { (aar )r f ) « ( f f f ) « f 
and atx • f fajr 
Mi»> 3e ia t^^ inviraa of a in < > ^^UA^ 
P*o» <B|0) and 
(a#b).a • (o«l>)»a • a*(e«l>) • a«<b«e) 
Barna < Oy*> is an abeUan gioup Itgr 
«nd 
• aft164 • 
oXoiui* X»» i » oim.m9 twom a*l> » (afti ) 
HoWi 
( • f f ) • « « ( f r®) «t> « t f • « • 
•wii> f le tlii ia^nMty < > 
d » « f in ^ ^ 
For my n in efio^m x m <f • f ) , tutn 
a«K tt ( a f ( f « « ( ( f f a U f ) » C « « r ) « f 
X th» IniriDrstt of a Sa < Of* > on sstting 
again e « f in C%0> liav« a^^ » fe®* 
Ft*» and m ban® 
a*( b#o) « < b.a) «o » C a « Cf^ ^^  
HaoB* < 0|* > i t an abelian gvovtp by 
Ctiea^t <*l6.S>t 
POStiL^i I ( a a ( b ao ) ) » CCod a)* li) 
cloftwe XaM ia afldtnt f « » a«b » ( a f b ) ^ 
r 
Ffom ( f r a) • a ( a f f ) 
•«> f »a » a • J l i tl» identity for <0i«> 
aatting d » a • f in CX]^ *^ ) baiMi 
a»(b«e) • (o*a)«l» 
• aft178 • 
AgttiQ fimng » » f ID m g^t 
fet any a ohoos« x « ( f « f ) | 
a^x « ( a rC f » f ) ) » ( ( f f « ) A f ) « < a a f ) « f 
ana x » « • f ligr 
»fli> « i s th8 invfri'se ©f a io < Q,* > 
Ffom tofl' ^ 
Btooe < Gi* > is an ateliao grm^ lisr 
<%7A>» 
POSirWiArr. ( f j^ ) I (aa (Ha « ((e « a)« l» ) 
clofwc 1« obtrious f»Bti a.b « < a f i > ) 
rwftt ( a f f ) • » • ( f f a) a*Jf • a a f#a 
»««*> f la t\m idantity for < > 
Sattlog d « a « f in ^ Siavst 
a»Cl>.c) n (e«fi)*b 
AgaiQ settiQg a « f IQ ^a haw 
t»,c • e#l> C'ilS^S^ 
Fo? any a ifi ^ ohoon x « ( f « f )^ ttian 
a*x • <a f (ff a f ) ) - ( ( f f a U r ) « { « « f ) «» f 
Afid * • » • jr by ^'ia.s^ 
a«> X ia tba ini»rta of a In < Q,»> 
• 266 ^ 
Pto» t%9) ©nfi (Ti0,s>» m 
<0,*> is an abpliaii grotip l^ r C^is^H Ctj^^g), 
ea.of0i?8 law ig fvm » (iift>) 
Mm^ tft f f ) » a » tf f a) a.f » a « (Sfj^^) 
8«tUog d « © « f lo hsm 
Agftin setting a « f in wthaflr® 
For any « la otaoot® s • ( f « f ) , 
• (ft f ( j r « « ( C a m ft f > « <aa f ) • f 
tkxA x^m m t W 
«>> X it tbe iov^ret of • in < Cl|* > 
fvm C%9) ami 
Haneo < a,* > is an ateXian group l)y 
• 
) t (ad { t » « o ) ) • i i b t e U a ) 
eloimft law eind^ot fJ?ott A^b m ( a f b ) 
Hov, ( a f f ) » a « <f f «> « # f « « f»a 
f Is tl» iiontlty tow < > 
s«tting d w » » f ie Cfge )^! m 
« (b«i;>«« 
Again octtiog 0 » f in <%q) bav» 
For my a lo oimm « « (f a f)t Ifctu 
«» (a f Cf a f ) ) » C(irff>aii) « ( f « o) » f 
ofia x#a » £ ^ 
X la thp inimra® of a io < > > 
Hmiea < 0,* > la an aMlas loop liy t^aoaH ^^fgo^)^ 
fSF! HKKCES 
Fano Cad], Pru^ar 
ATPMDIX 
GM mm 
Jl* Iistrodiiotte« • fb® of redw^lng tm 
ctaa^r of postulates Id dnfiniing « gxovp t}ii« la^ n^ engaging 
fcho attention of varlow® authors stiice tte© flays of 
HUB«IIII} K&idla C6<i} glWA ^i^fol etmroetir » 
imtiom of in aml»trtaQtiv« operation in 
ttix«i$> cMciomsi ifi otl^ivoztlsi two axioms on a st%>i]poi^ » 
Hioiaan ana ^jwtnii £63. • iimtim k^ the ^sHoty of 
&JLI g3»«pf> m mtif'ty of gmupolda vltb ona lew i 
• y, is lasci 
op0 ration of rlgbt dtviolon* 
Harlow Sho!l«rtiaDr fjs^] again « at a isowpoid 
vith om CQuatlofiiiX conditions t 
« ( r tnt* tsi^  ( t 
vhof» f* , 8* and t' art rfVpraltAw e-XrmntM* 
tfAu followe byMlobo®! Slatrr [e l ] , vho al«o 
gav« a tlngX* postulato fbr gmispo btit in tvo op«r«tiontt 
« Mflftrjr Multiplicatlcfi * • • acfl « unary inv»rilon •/* • 
lit fboiMd that a sytt^ a^ < a^* ^ / > i t a group i f and 
only If « mi> ^ » « 
• 182 ^ 
Etisstio eh«riict<*ifi»^ ttn dbtliaii ts « 
groupol^  htith tha folXQWisig potti]i3.«%e t 
n xo ^Cxo«)0(3Po») j I vMeb m aasalgaantdon et 
tijo of C403, Fttrsttnli^fS fssj 
aii^  M&rlov 
J0«# Mej^ afio defln&a n Ijy mms a slnsX« 
eoflfStUon la ^tm Miiijpy o|»«»ratio» IHmtT 
flrnt iapoopt or gfowpoia COf •) thi 
co«d&ti0ci I 
«> " xCppnf ««> y « 
thiii ehsiraete»t«»i < Q|®> to a gyotip unflur tli® 
d®fiE4ti0O| « ® 7 • «Cyy# y) for aU lt> o. Tin 
dKirationf hs oit« of t ^ ifiwrsi apez'atioii** 
¥• tMe aiii ID t1aL» paper by a insK^h simpXar 
but aoi* oosiaitioa aod «n abtliaR gi«tm 
with om axio9 tuoA an arMtravy op^raUon* txirth^t 
tilt to eiai«»d tlRsltt pojiti)3Liit*g of Joio Horgttdlof Miiiiov 
Sbolvidi^rt Hutsaiiii Hloliaiil 81at»r utA Qvialtm Bipma anA 
&«B*IittiBMit}R» a« oon»6<;t3RBC«g of our appfoach to ttjs pioUfts* 
2* MSfi^ rt fim following s 
Lot fu) arbitrary nomoispty mt Q olo0t<l tial<»r any 
binary op"ration • with th* followlog ciwditton b»lng 
iatisfi«<l in it* 
CO) • « vi^m m • (XxtSfigf tor amy n, « 
ana e i » dofimt msXqn^y 
x o y s « (Xyy^s) olid In 
gfoiip* 
for any 
Clfe i s msAXly ofefcaima l>y s^peatcjaiy applying ecndltion 
tliie ld»na riidiioiis ^ (0) to tbe fofn as un^tfr* 
C0> • CxxfOt <*»> 
hmmmQ* (xoy^ox » x ^ y e o 
Pfoof t » t^ftflnltlan^ 
« • y VCC)^  
Zn pitrtiCDXnry tnUmhmMXm x j^ M y, 
IiiHia S* X 0 ( y e s ) « y « V x^y € 0 
froot* Sy limnna ( 1 ) t « • g»t x o ( y o x ) 
» ^(y o * )o y^ oCyox) 
• 7 {Xmrnik 
• x n • 
In i>&irtioita.ar» lotarcbaiiglng z m 
l*sm I 0 y) « 
T|»or®« 1* xoy w * o « <»»> y « « t I..C 3 
Proof* x o y m x o tfrno ItimmM 3. givtt 
y m (Moy)o X » Cii o js) e x « M* ^ eonwrm Ibllous 
W nolqmmm of tbe D«fi{iition« 
fbmmm g» jr o * » c © x <««> y « « f a*<? 1 
U t lis otipposc y o x e tt)» l^ onea 3 giv^g, 
eoii?«rMi «gali3t follovi iaimodiiattly aa i » pvtert^ding 
ttoUOfHQ* 
L«mi4i4« (yoat ) o Cy, ts, «§ yi « > 
for acy x»yt» ^ 
Proof* Bf « • Gait vi ltt 
y « <y,«»yt»»y) 
• »>yo« • (y»s»y»syy) ox 
•w> (yts> » (y9»iyi«iy>x> CP^fimtiooj 
Heijct ( y o x ) • ( y f X ) • (y »St y« y, x)* 
In <yox> « <y, yt y,«, 
for mny Xty?* € 
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Proof . By lemma 4, we have 
y o x = ( y , z , y , z , y , x ) 
==> ( y o x ) o y = ( y , z , y , z , y , x ) oy 
= ( y , z , y , z , y , x , y ) 
= ( z , y , z , y , x ) 
==> x = ( z , y , z , y , x ) 
This proves the lemma. 
fTheorem 2 3 
P e f i n i t i o n U 
[D] 
CLemma l l 
Lemma 6 . (x o z)o y = C z o ^ ) o x . 
Proof . Since by lemma 5, 
X = ( z , y , z , y , x ) 
==> X o z = ( z , y , z , y , x ) o z 
= ( z , y , z , y , x , z ) 
= ( y »2 , y , x ) 
= = > ( x o z ) o y = ( y , z , y , x ) o y 
= Cy,z ,y ,x ,y ) 
= ( z , y , x ) 
==> ( x o z ) o y = ( z o y ) o x 
[Theorem 2] 
[De f i n i t i on ] 
[Dl 
[Theorem 2] 
[De f i n i t i on ] 
[D] 
[Def init ion! ! 
CGommutative law) 
This completes the lemma. 
Theorem 3. y o x = x o y 
Proof . In Lemma 6, putting z = x , y e h a v e 
( x o x ) o y = ( x o y ) o x , which in view of lemma 2, becomes 
(x ox )o y 
- 17 4 -
NOAV 
y = (x o X )o y 
=> y = 
=> y ox = 
= = > ( y o x ) = 
Cx, X , y ) 
( x , X , y ) o X 
( x , X , y, X ) 
Cx,y) 
(x oy) 
[Definition] 
[Theorem 2] 
[Definition] 
CD] 
[Definition] 
This proves the Commutative l a ^ . 
(Associative law) Theorem 4 . (x o z)o y = x o ( z o y ) 
Proof . In lemma 6, applying Theorem 3, we get the result 
at once, since ( z o y ) o x = x o ( z o y ) . 
Theorem 5 . y = y o(x o x ) = (x o x ) oy . 
P roo f . ^^ e get on setting x fo r z in Lemma 6, 
(x o - x ) o y = (x o y )o X 
===> (x o x ) o y = y 
Now theorem 3 gives 
( x o x )o y = y = y o (x ox ) 
Theorem 6 . x o x = y o y f o r a l l x and y. 
P roo f . From theorem 5, we have 
y = (x ox ) o y 
==> y o y = y o ^ ( x ox)o y | 
==> yoy = xox 
[Lemma l ] 
[Theorem 1] 
[Lemma ( 2 . 3 0 ] 
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Remark : Theorem 5 and theorem 6 together imply the 
existence of a unique identity under the operation ' o ' , 
"we c a l l i t e . I f we denote f o r convenience, x ox by x 
f o r a n y x , then theorem 6 asserts that one can take x to 
be e f o r any x . 
Theorem 7. x o ( x o e ) = e f o r any x . 
Proof , X o (x o e) = (x o x ) e e [Theorem 4 ] 
= ( » o e ) [Theorem 6 ] 
= ( e oe ) = e 
Bemark : Thus by Gommutativity Theorem 3, ( x o e ) def ines 
the inverse of x . 
The inverse i s unique, sinc6 
Let x o ( x o e ) = x o ( y o e ) 
==> ( x o e ) = ( y o e) [Theorem l ] 
==> X = y [Theorem 2 ] 
Novj vje are in a position to state the fol lowing theorem. 
Theorem 8. (G ,o ) i s an abelian group. 
(The assprtion fol lows from de f in i t ion and Theorems 3,4,5, 
6 and 7 ) . 
Lemma 7. y = x o (x o y) f o r any x , y S G. 
P roo f . By lemma 2 and Theorem 3, 
y = x o ( y o x ) = x o ( x o y ) . 
» 1?8 •• 
y • X oCyox) • * o<» ©jr). 
d« V/® show now that of a grotjp dingle 
poatulatt i&v^ii irarlouA at^bors mt»& i n ^ 1 osw oettie^Xir 
ttoiF of omr tgvios 
SUsij y 
Fsoof* £4»l't]9aiidl b1<I« «QuaUoti of t^e throrwi liccoao® tmm 
MinltiQn 
e»3> X I t^ to i 0] 
•«a> ») • (p o t|) 
"«!> C«oy ) • (poqi) [rtmovm S] 
(8oy)o « • a r ] 
mm^  y m ip t [twass* 1] 
•«> 3r • P 0 < q o s ) [ftl«o»W3 4] 
fUlt proviit tt» thiOV«tiB« 
EWmtirk • It io flMOMm m feplao* Dy %m g«t t 
•«> y «p<»<i ) 
vMob i t tht eocdiUon of JoM Morg«&o 
• vm * 
Tlwioi»»10# %t * «)3r • tls»ii 
«Cyy*ar) « at o {Cy oir)e 
• » o 
/ 
« ; » © f 
^ thiisf 
i f ^ '' » iJfetis ® « 
Fwtifeei? Itiswa g l ^ s 
atssi* * 0 y / • at 0 
/ 
i^ ow int«x»littiigtiiq£ /' £ nail jTf hatw 
y© * « y © ^yoCyi>x)!j 
asB> « © y • y » {Cy o y)o aiJ 
How l©«s 0 • • t t^n hiiwi 
* y *tyy* y> « *®y 
«»> • m /$ 
fbm if 0 » • t •»»><© 
C^efiidtif^n] 
[ i^haomm 4*] 
[ Pi 
• 177 • 
atoco tb® cirol® is ^ o<taw> o • «««> «> 
Shis stiovf tbi aq^ir^oQffi of our opo2*£ttio» luitli • anA ^ 
ttfwtS Dy ^ off« CKW] is de-ficHog bla @ro;ip* 
tbioraia 11 • y • x o o«5o(y J for any x^y^a e 0» 
Fioof» » X 0 y o »)o(3R o a)\ \tlmoTm s) 
• i : «C \C#oy)o » ^ o x 3 t^P^roi®® 
•» « « £ y oif3 fIitiKtia 
« y [i^ iUBjs® 2] 
tMs tte posttJlGtc of Fjititjsftltj ^64] aoa tlw idrnttty 
CB> of rnmltktAiiV fS93 If we wi>la<» » • • t^ r • o • » 
tlllP0S?«|9 1S# If « o «> 
» ^ o (®o ) 
ttma b « ^t o ( t o o) J o » . 
Pioof• flieo*»!ii S, IiJU#S. ©qtietslon of tlio tj^owa is 119 
o ( « o t)^ o( boo) » ^r o <« o s) ^ o(oo t ) 
•»> t> • t o { r o < o o « ) } Ci'WBaii ?? a»! 
fhrowa Si 
mt^  t> •• t o o 0)0 t j r^ lwoJPiB! ^ i] 
fMli piomn tim thtovm. 
Bmric* a o •» o • o t o« a»l r o • tiy 
a* t , 9* i aiji r* reajwctlvtly anti taidng aa product 
opctiratiioct ^ 1 
• • 
« t]p«»)t% ttrnn 
b w i^ l'lo'li i s tl® tfciora (0) ©f 
Marlow sholaoAof C693* 
If ( at oli)<} 0 • C f t O d ) o f « thiti 
li « d o ^f o (o o 
for 8WSJ7 atb|e|d anS f O* 
Ptoof• (a o Wo c « (a o a) © f 
«we> a o o o^ e & o ^(aod) o f ^ 
•«t> A Ob) 0 ej « a o o Ca o f)^ 
a!s> b o « « (a o m) & (d 0 i ) 
mts> (bOO)O C « {.• O f)j[o 0 
« « o {Cd © f ) © o^ 
«»> c oCboc) » © 0 ^o e 
cssa> b » (d o f ) o Cc o « ) 
Bw> b w 4o 0(0 o 
tliii thi'owm is provBd^ 
•[Asoomm 1"] 
[rhi^ o row 
A'hromm 43 
[ftBomm QpO^  
[Ttmovom 
[ Tfeojtria S] 
f£*«saBft 4 «ad 
t^werm 4] 
[Shiorfa 4] 
fitnark. Ihuf If rrpliafi^ ^ c 0 o by c* ami 0 by tbt i>KXl\iet 
operation in abow thior«ni m g&t 
• • I f ( a b ) e ' • ( ad ) f > tb«a b « d(f « • ) •• , w A^eh ! • t!» 
aonditlon of tbt stain tbi^ oiwa of Kichaol Slat&r [613. 
t>amma B* (x 0 »)o (y o « ) a U o y) for Xty»« e 0. 
Proof. w (xoiB) o Cyo ») 
o x o ( » o ( y o « ) ^ C^Vowa 4] 
» (x o y> [laama 2] 
Tblft pmvea £ats Ki^) of Z«ox«oiiei:k Pogtvl&U I 
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